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Belajar Kalkulus Peubah Banyak sering kali terasa abstrak
dan penuh perhitungan rumit. Buku ajar ini hadir untuk
menjembatani kesulitan tersebut melalui bantuan GeoGebra,
sebuah perangkat lunak dinamis yang memungkinkan visualisasi
konsep secara interaktif.

Dengan pendekatan yang praktis, buku ini memandu
mahasiswa memahami fungsi multivariable, turunan parsial,
gradien, integral lipat, hingga integral permukaan, sambil melihat
langsung representasi grafisnya. Disertai contoh soal, latihan, serta
eksplorasi berbasis GeoGebra, pembaca diajak tidak hanya
menguasai prosedur, tetapi juga membangun intuisi matematis
yang lebih kuat.

Buku ini tepat digunakan sebagai pendamping kuliah
maupun belajar mandiri, sekaligus sebagai bekal mengintegrasikan
teknologi dalam studi matematika modern.

2 ganeshakreasisemesta@gmail.com
ISEN 178-bL34-7403-59-9
www.ganeshakreasisemesta.com

0852-8000-2192 II ” |I|I|II ““ "II"I

ﬁnggata |KAPI 786347 483595
KreasiSemesta No. 281/JTE/2024

Ganesha




KALKULUS PEUBAH BANYAK
BERBANTUAN GEOGEBRA

Dr. Dini Andiani, S.Si., M.Pd.
Siti Dwi Rahayu Septiani, S.Pd., M.Pd.
Cecep Suwanda, S.Si., M.Kom.
Dr. Wulan Nurul Kamilah, S.Pd., M.Si.
Fadli Azis, S. Si., M.Mat.

PENERBIT PT. GANESHA KREASI SEMESTA



KALKULUS PEUBAH BANYAK BERBANTUAN GEOGEBRA

Penulis : Dr. Dini Andiani, S.Si., M.Pd.
Siti Dwi Rahayu Septiani, S.Pd., M.Pd.
Cecep Suwanda, S.5i., M.Kom.
Dr. Wulan Nurul Kamilah, S.Pd., M.Si.
Fadli Azis, S. Si., M.Mat.

Desain Sampul : Firman Isma’il
Tata Letak : Meuthia Rahmi Ramadani
ISBN : 978-634-7403-59-9

Diterbitkan oleh : GANESHA KREASI SEMESTA,
OKTOBER 2025
ANGGOTA IKAPI JAWA TENGAH
NO. 281/JTE/2024

Redaksi:

Jalan Panongan, Desa Kutasari Kecamatan Baturraden
Kabupaten Banyumas Telp. 0852-8000-2192

Surel : ganeshakreasisemesta@gmail.com

Cetakan Pertama : 2025

All right reserved

Hak Cipta dilindungi undang-undang

Dilarang memperbanyak atau memindahkan sebagian atau seluruh
isi buku ini dalam bentuk apapun dan dengan cara apapun,
termasuk memfotokopi, merekam, atau dengan teknik perekaman
lainnya tanpa seizin tertulis dari penerbit.

ii



KATA PENGANTAR

Puji syukur kami panjatkan ke hadirat Tuhan Yang Maha Esa
atas rahmat dan karunia-Nya sehingga bahan ajar ini dapat
diselesaikan dengan baik. Penyusunan bahan ajar ini didasarkan
pada kebutuhan mahasiswa yang sering mengalami kesulitan
dalam mempelajari Kalkulus Peubah Banyak, terutama dalam
aspek visualisasi konsep dan keterhubungan antarrepresentasi
matematis. Untuk itu, digunakan perangkat lunak GeoGebra agar
konsep abstrak dapat divisualisasikan secara interaktif dan mudah
dipahami.

Beberapa topik yang memanfaatkan GeoGebra antara lain:
Fungsi Peubah Banyak, untuk memvisualisasikan grafik
permukaan dan kontur fungsi dua variabel; Limit dan
Kekontinuan, untuk menunjukkan pendekatan nilai fungsi secara
dinamis; Derivatif Parsial, untuk menggambarkan kemiringan
bidang singgung dan arah perubahan maksimum; Integral Lipat
Dua, untuk memperlihatkan hubungan antara daerah integrasi dan
volume; serta Teorema Green, untuk menunjukkan keterkaitan
antara integral garis dan integral lipat dua melalui simulasi
interaktif.

Pemilihan topik-topik tersebut didasarkan pada kebutuhan
visualisasi konseptual agar mahasiswa tidak hanya menguasai
prosedur perhitungan, tetapi juga mampu menafsirkan konsep
secara visual dan kontekstual. Kami menyadari bahan ajar ini
masih memiliki keterbatasan, sehingga kritik dan saran sangat
diharapkan. Semoga bahan ajar ini bermanfaat dalam
meningkatkan kualitas pembelajaran Kalkulus Peubah Banyak di
perguruan tinggi.

Tim Penulis
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BAB
FUNGSI PEUBAH

BANYAK

A. Pendahuluan

Bab ini membahas dasar-dasar konsep fungsi yang
melibatkan lebih dari satu variabel. Pemahaman mengenai
fungsi satu variabel, sebagaimana dipelajari dalam mata kuliah
Kalkulus I dan Kalkulus II, diasumsikan telah dikuasai oleh
pembaca.

Pembahasan didukung dengan pemanfaatan GeoGebra
sebagai alat bantu visualisasi, sehingga pembaca dapat
mengamati grafik, bentuk permukaan, serta menelusuri
karakteristik fungsi secara interaktif. Melalui GeoGebra,
hubungan antara ekspresi aljabar dengan representasi ruang
dapat dianalisis lebih mendalam, terutama pada fungsi dua
variabel maupun fungsi berdimensi lebih tinggi.

Setelah menyelesaikan materi pada bab ini, pembaca
diharapkan mampu memahami dan menjelaskan konsep serta
karakteristik fungsi banyak variabel, sekaligus menggunakan
GeoGebra sebagai media eksplorasi. Secara khusus, capaian
pembelajaran yang ditargetkan mencakup:

1. Menjelaskan konsep fungsi dua variabel.

2. Menentukan domain dan range fungsi dua variabel serta
menggambarkannya dengan bantuan GeoGebra.

3. Menguraikan sifat-sifat dari fungsi dua variabel.

L

Menjelaskan konsep fungsi tiga, empat, hingga n variabel.
5. Memberikan contoh fungsi tiga, empat, hingga n variabel.



6. Menyatakan fungsi dalam bentuk eksplisit serta menyajikan
visualisasinya menggunakan GeoGebra.

7. Mengenali dan mengeksplorasi fungsi yang didefinisikan
secara implisit dengan bantuan GeoGebra.

B. Materi
1. Fungsi Peubah Banyak

Sebelum mempelajari fungsi dua variabel, terlebih
dahulu perlu ditinjau kembali konsep dasar fungsi satu
variabel sebagai penguatan pemahaman. Secara umum,
fungsi satu variabel dinyatakan dalam bentuk y = f(x),
dengan x sebagai variabel tunggal. Daerah asal (domain)
fungsi ini mencakup seluruh nilai x yang menghasilkan
keluaran berupa bilangan real. Oleh karena itu, domain
fungsi satu variabel dapat digambarkan sebagai interval yang
bersifat linier atau berdimensi satu (Anton et al., 2012;
Stewart, 2016).

Fungsi dua variabel dapat dijelaskan sebagai berikut
(Anton et al., 2012; Stewart, 2016).

Definisi

Domain suatu fungsi juga dikenal sebagai daerah
definisi atau daerah asal, sedangkan kodomain sering disebut
daerah kawan. Adapun range biasanya disebut sebagai
daerah hasil, daerah nilai, atau jelajah.

Untuk fungsi dua variabel yang dinyatakan dalam
bentuk z = f(x,y), domainnya berbentuk suatu wilayah dua
dimensi yang terdiri dari seluruh pasangan titik (x,y) yang
dapat dimasukkan ke dalam fungsi untuk menghasilkan nilai
keluaran (Anton et al., 2012; Stewart, 2016).

Pada fungsi z = f(x,y), variabel x dan y berperan
sebagai variabel bebas, sementara z disebut variabel terikat.
Fungsi tersebut digolongkan sebagai fungsi dua variabel. Jika
suatu fungsi melibatkan tiga variabel, maka disebut fungsi
tiga variabel, dan seterusnya.



Dalam kegiatan pembelajaran, GeoGebra
dimanfaatkan untuk menampilkan representasi domain,
jelajah, serta grafik permukaan fungsi. Melalui visualisasi
interaktif ini, mahasiswa dapat mengamati hubungan antara
bentuk aljabar dan representasi geometrisnya, sehingga
pemahaman mengenai konsep fungsi multivariabel menjadi
lebih mendalam dan aplikatif.

Contoh fungsi dua peubah:
a. f(x,y)=3x+2y-5

b. f(x,y) =x%+xy—4

c. f(m,n)=em2n

Contoh fungsi tiga peubah:

a. f(p,qr)=p*-2¢>-2r

b. f(x,y,2) =xz?>+y*—3z

c. f(m,n,p)=2e3mcosp +In(1 +n?)

. Domain D(f) dan Range R(f)

Jika suatu fungsi dinyatakan dengan f, maka D(f)
adalah himpunan domain atau daerah asal tempat fungsi
tersebut berlaku. Sementara itu, R(f) merupakan himpunan
hasil (range) yang terdiri atas semua nilai yang dapat
dihasilkan oleh fungsi f.

Tahap berikutnya adalah menentukan D(f) dan
R(f) dari suatu fungsi yang diberikan.

Contoh

Identifikasilah domain D(f) dan range R(f) dari
fungsi-fungsi berikut.
a. f(x,y)=x*+y?-5

b. f(x,y) =16 —x? —y?

c flx,y) Spas}

x-1
x+y




Pembahasan:

a. f(x,y)=x*+y*>-5
Domain D (f)
Polinomial dalam x dan y terdefinisi untuk semua
pasangan real, jadi D(f) = {(x,y) € R?}.

Range R(f)

Karena x? + y? > 0 untuk semua x, y nilai minimum dari
x% + y? adalah 0. Maka nilai minimum f adalah 0 — 5 =
—5, dan tidak ada batas atas. Jadi R(f) = [—5, o).

b f(ry) = yT6— =7
Domain D (f)
Argumen akar harus non-negatif: 16 —x*—y2 >0,
sehingga x* + y? < 16.
Jadi domain adalah semua titik pada dan di dalam
lingkaran jari-jari 4 pusat di origin:
D(f) = {(x,y) € R?|x* + y? < 16}.

Range R(f)

Nilai akar kuadrat menghasilkan bilangan real > 0.
Maksimum terjadi saat x?+4y* minimal (yaitu 0),
sehingga

finax = V16 = 4 . Minimum terjadi saat argumen =0
sehingga fi, = 0.Jadi R(f) = [0,4].

¢ floy) =22
Domain D (f)

Syarat-syarat:

1) Argumenakar > 0 —» x — 1 = 0 sehingga x > 1.

2) Penyebut tidak boleh nol - x +y # 0.

Dengan demikian

D(f) ={(x,y) ER*|x = 1,y # —x}.

Range R(f)

Tinjau nilai-nilai yang mungkin dicapai:

1) Jika x = 1, pembilang Vi—-1=0 sehingga f(1,y) =0
untuk setiap y # —1. Jadi 0 tercapai.



2) Untuk setiap x > 1 pembilang t = x —1 > 0. Pada x
tetap, x +y dapat berupa sembarang bilangan real
selain 0 (karena y bebas kecuali y = —x). Dengan

membiarkan x +y mendekati 0" atau 0™, nilai %

dapat menjadi arbitrarily large positif maupun negatif;
dengan x + y besar magnitude, nilai mendekati 0. Jadi
untuk x > 1 dapat dihasilkan nilai berangka sangat
besar positif maupun negatif, dan nilai mendekati 0
(namun untuk x > 1 tidak pernah tepat 0). Karena 0
sudah dicapai pada x =1 dan nilai positif maupun
negatif arbitrer dapat dicapai untuk x > 1 dengan
memilih y sesuai, keseluruhan himpunan nilai fungsi
adalah seluruh bilangan real. Jadi

R(f) = R.

3. Fungsi Eksplisit dan Fungsi Implisit

Beberapa fungsi terdiri dari fungsi peubah tak bebas
(f(x,y)) dan peubah x dan y yang letaknya terpisah pada
ruas yang berlainan. Fungsi ini dinamakan fungsi eksplisit.
Bentuk umum fungsi ini dituliskan sebagai f(x,y) =F,
dimana F merupakan fungsi yang terdiri atas peubah bebas
x dan atau y.

Jika pada suatu fungsi, antar peubah tak bebas
(f(x,y)) dengan peubah bebas x dan atau y terletak pada
ruas yang sama, tidak dapat dipisah pada ruas yang
berlainan, maka disebut fungsi implisit. Bentuk umum
fungsi ini dituliskan sebagai f(x,y) = 0.

(Marsden & Tromba, 2012; Purcell & Varberg, 1987).

Contoh Fungsi Eksplisit dan Fungsi Implisit
a. Contoh fungsi eksplisit

1) 2x°+y7 =x°

2) xw—y*w—3=0

3) X3y*z—y’z+z=-7



b. Contoh fungsi implisit

1)
2)

x3y? — Txz°y = x% + 28
sin(xy) + tanz —x2 =0

3) y3cos(3z — 7x) = 1 + zsin(8xy)

Pembahasan:

a. Pada contoh fungsi eksplisit tersebut,

1)

3)

265 +y7 = x5 o y7 = x5 — 2x5 & y7 = —x5

Nampak bahwa peubah x dan peubah y dapat
dipisah pada ruas yang berlainan. Oleh karenanya,
persamaan  2x°+y’ =x° merupakan  fungsi

eksplisit.
2 y2w+3
xw—yw—-3=0ox=
2 xw-3
U d =
y w
3
ow=
x-y?

Peubah x terpisah pada ruas yang berlainan
dengan peubah y dan w, peubah y terpisah pada ruas
yang berlainan dengan peubah x dan peubah w ,
peubah w terpisah dengan peubah x dan peubah y.
Oleh karenanya, persamaan xw —y*w—3=0
merupakan fungsi eksplisit.

y2z—z-7
x3y?z—y?z+z=-7 o x3= 7
atau
2 3_1 — _ 2, _-7-Z
yez(x )+z= 7o yiz=——
o 2 _ —7-z
Y T z(x3-1)
atau
z(x3y? —y* + 1) =—7<—>z=_—7
x3y?—y2+1

Peubah x terpisah pada ruas yang berlainan
dengan peubah y dan z, peubah y terpisah pada ruas
yang berlainan dengan peubah x dan peubah z ,



peubah z terpisah dengan peubah x dan peubah y.
Oleh karenanya, persamaan x3y?z—y?z+z=—7
merupakan fungsi eksplisit.

b. Pada contoh fungsi implisit tersebut,
1) 2x°+y’ =5xy o 2x°+y” —5xy =0
2) x3y?2 —7xz°y = x? + 23
3) y3cos(3z — 7x) = 1 + zsin(8xy)
Semua persamaan 1), 2), dan 3) tidak dapat dipisahkan
pada ruas yang berlainan.

C. Rangkuman

D. Latihan/Tugas

Silahkan kerjakan latihan berikut untuk melihat sejauh

mana Anda menguasai materi.

=

N

Tentukan domain D(f) dan range R(f) dari fungsi-fungsi

berikut. (Skor 30)
1

a. f(x,y,2) = N

b. f(x,y) = x?y untuk x > 0

Periksalah apakah fungsi-fungsi berikut merupakan fungsi
eksplisit atau fungsi implisit. (Skor 30)

N



a. Fungsiy® —7xy =3x?+5
b. Fungsix3y? — 7x3y?z° = x3y? + y?2z°
c. Fungsizsin(x —y) —y3z =x3z
3. Tuliskan contoh fungsi dua peubah, tiga peubah dan lima
peubah masing-masing lima. (Skor 40)

Pembahasan:
1. Domain D(f) dan range R(f) dari fungsi-fungsi berikut.

1
a. f(x,y,z) = T
x%+y?+ 22> 9, (skor 8)
D(f) = ((%,7,7) € R® ! eR)
Jx2+y2+22-9
={(x,y,2) ER3}|x* +y? + 22— 9 > 0}
={(x,y,2) € R®|x? + y? + z% > 9} (skor 6)

R(f) ={f(x,y,2)=
= \/ﬁ >0|(x,y,2z) €R% |x2 +y? +2%2>9})

(skor 6)

b. f(x,y) = x*yuntuk x =0
D(f) = {(x,y) € R?|x%y € R} (skor 6)
R(f) = {f(x,y) = x*y|(x,y) € R?} (skor 4)

2. Fungsi tersebut merupakan fungsi:
a. Implisit (skor 10)
b. Eksplisit (skor 10)
c. Eksplisit (skor 10)

3. Tuliskan contoh fungsi dua peubah, tiga peubah dan lima
peubah masing-masing lima.
Contoh fungsi dua peubah (x;, x, peubah bebas dan y peubah
tak bebas): (skor 10)
a. y=xx,

b. y=x +x,
X1
C. y=g



d y=x —x,

e. Vv =xx, +x,°

Contoh fungsi tiga peubah (x4, x,,x; peubah bebas dan y

peubah tak bebas): (skor 15)

a. Yy = X1Xy — X3

b y=Xx1 + XyX3
1

¢ ry= XpX3

d. y=xx35 —x

e. y=x%, +x3°

Contoh fungsi lima peubah (xi,x;,x; peubah bebas dan y
peubah tak bebas): (skor 15)
a. XpY = X1Xp — X3Xg
b. y—xs=2+x,%5
X4
— X1%3
R
d. In(xyy) —x3 = x,€* — xg
e. ¥ =x1x, + x3% — cos(xyx5%)

C.

E. Terapan pada Geogebra
Untuk menggambar Grafik Fungsi 2 Peubah, digunakan
software Geogebra. Kunjungi website geogebra
https:\\www.geogebra.com, pilih menu sign up terlebih
dahulu, disarankan menggunakan google sebagai cara masuk
yang lebih efektif. Selanjutnya, pilih menu Calculators kemudian
pilih 3D Calculator.

okt Gt | X+

geogebraoy
& lookmorks Chozacl Music Lbrue () Wetch Word Trage.. 4 Robot Trnrcformer.

— R

GegGebra  Resourees ~ Caleulators ~ (@ search | (ontesson ) Signin |

Caleutator Sute Graphing Caleulator Geometry

Exploring functions, solving equations. Visualizing equations and functions with @ Exploring geometric concepts and

canstiucting geometric shapes Inzeractive graphs and plots constructions in a dynamic environment

30 Caleutator Scientific Calculator Notes

)

A Graphing functions and performing = vith fractions, Q Explore online note taking ape vath

caleulations in 30 = . tians interactive grap, sides, images a

more

App Downloads - Get started with the GeoGebra Apps =

Recommended math resources: 3




Setelah memilih menu 3D

tampilan seperti di bawah ini :

Calculator, akan muncul

B O 30Ckuds - Gubein x| + - B x
& e it =0 - b
B g fanrin. £ Bcwkmels  Clonied Mo e (3 Wbt World Tige 2 Bobod Turmdermae- ) Otber L
= GeoGebra 3D Calculator @ SIGNIN
+ " o~ *
8
@
R
Q
Q
L8

Untuk menggambar grafik fungsi, ketik fungsi pada kotak
di bawah ini :

-+ Input...



Untuk menggambar fungsi f(x,y) =x—7y , tuliskan
fungsi tersebut pada kotak di atas :

v geogebra org/3d

© bokrwin vl Mo L 8D Wi

= GeoGebra 3D Calculator
Q@ flay)=x-y H o
Agoen +: Input...
g
& GeoGebra 20 Cakoulat
L B

F. Terapan pada Geogebra (Menggambar Fungsi Implisit)

Untuk menggambar Grafik Fungsi Implisit, digunakan
software Geogebra. Kunjungi website geogebra
https:\ \www.geogebra.com, pilih menu Calculators kemudian
pilih Graphing Calculator.

(i« Pa} GoGinben - thw werkdy Gmverte, f X+

¢ C |8 hips/wavgeogebraon

o @ boomots ChmcalMusiclbee () Watch Workd Tagese 05 Robot Troormere
GeaGebra  Resourees ~ Calculators ([ Q seereh lontessn ) Sgnn I
Caleutator Suite Graphing Caleulator Geometry
Exploring functions. solving equations. N Visusliing equations srd functons vith @ Exploring geometric concepts and
constructing geometric shapes. inzeractve graphs and plots constructions in a dynamic envronment
30 Calculator Scientific Calcuator Notes
Graphing functions and perferming Pertorming calculatons with fractions, [ esptore ontine note taking ape vien
-
alzulaticns in 30 statisties andd exponential functions interactive graphs, sides, images and much

more

App Downloads - Get started with the GeoGekea Apps =
Start Calculator Math Resources )

Recommended math resources: S

11
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Setelah memilih menu Graphing Calculator, akan muncul
tampilan seperti di bawah ini :

B O [ Gouphing Clovltor- oibna x| + - )

& O |8 hpsifwwngeogebra og/graphing 50 - §

£ bt b | bkrin ClaiealMinic i £) Watch World Fiogn. 1B Robot Trormar £ Qe fvoien

= GeoGebra Graphing Calculator < @
3 [ NI i=H| [ ] | ‘ &
8 | ;
At 4 !
|
@ 3
s |
= 1
B 1 \
Srertin 9 2 7 G & 3 2 1 o 1 2 3 4 13 ‘l 9
|
-1
i
|
[
-3 ‘ ‘ Q
- ‘ Q
5 o
L@ \

Untuk menggambar grafik fungsi, ketik fungsi pada kotak
di bawah ini :



Untuk menggambar fungsi 2x®+y” =5xy , tuliskan

ImplicitCurve(2x® + y” — 5xy) tersebut pada kotak di atas :

B O [ Guphing Clevlior - Guombng. x| + e
0 (6 beplwmgmemoglgopting s (/]
£ impent b || (@ beckruiin | ChaealMin b 8 Watth Workd Fign. 1B, Robot Tamnformsr £ obeefvoion
= GeoGebra Graphing Calculator < ©
@ eql: ImplicitCurve(2" +y' =5 xy) i - | | i
™~
apo |+ | Ioput | |
g ;
a5 |
B ! |
Srastinnd s 3/ (4] (5| & ]
i
|
Q
Q
3 10 Cal
ety
N
B8

13



Sesudah mempelajari bab ini, cobalah melakukan refleksi

singkat agar Anda dapat menilai sendiri sejauh mana pemahaman

Anda terhadap materi yang dipelajari.

Berilah tanda centang («”) pada kolom yang sesuai:

No Pernyataan Refleksi Sudah | Belum

Saya sudah mengerti tujuan pembelajaran

1 - O O
pada bab ini.

5 Saya bisa menjelaskan pokok-pokok konsep O O
dengan jelas dan runtut.
Saya mampu memahami langkah-langkah

3 . - a a
dari contoh soal yang diberikan.
Saya dapat mengerjakan soal latihan tanpa

4 . . O O
harus melihat kunci jawaban.

5 Saya bisa menghubungkan materi ini dengan 0 0
contoh dalam kehidupan sehari-hari.

6 Saya merasa cukup siap mengikuti ujian atau 0 0
tes yang berkaitan dengan materi ini.

Petunjuk interpretasi:

Jika Anda memilih “Sudah” pada lima pernyataan atau lebih,

itu berarti pemahaman Anda terhadap materi cukup baik. Jika

belum, coba pelajari kembali bagian yang masih kurang dikuasai

dan mintalah bantuan dosen atau teman belajar.

14



BAB

LIMIT DAN
KEKONTINUAN

A. Pendahuluan

Dalam pembahasan mengenai limit dan kekontinuan,

pembaca diharapkan dapat memahami serta menjelaskan

konsep dan sifat yang berkaitan dengan fungsi dua variabel atau

lebih, khususnya terkait kekontinuan dan turunan. Setelah

mempelajari bab ini, capaian pembelajaran yang ditargetkan

meliputi kemampuan:

1. Menjelaskan konsep limit dan kekontinuan pada fungsi
multivariabel;
2. Menghitung limit fungsi dua maupun tiga variabel;
3. Menjelaskan makna kekontinuan suatu fungsi;
4. Menguji kekontinuan fungsi pada titik tertentu.
B. Materi
1. Limit

Sebelum mempelajari limit pada fungsi dua variabel
atau lebih, mari kita ingat kembali konsep limit pada fungsi

satu variabel. Kita mengatakan bahwa xli_r)naf (x) =L jika

G e . lim . .
nilai limit dari kanan (x S +f(x)) dan dari kiri

lim . ..
(x - f(x)) sama, vyaitu L . Limit kanan hanya

memperhatikan nilai x yang lebih besar dari a, sedangkan
limit kiri hanya memperhatikan nilai x yang lebih kecil
dari a.

15
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Artinya, xlina f(x) =L tercapai apabila f(x)
mendekati L saat x menuju a dari kedua sisi, tanpa harus
mengambil nilai f(a) itu sendiri. Dengan kata lain, ada dua
arah pendekatan menuju titik x = a.

Untuk fungsi dua variabel, konsepnya serupa, hanya
saja melibatkan dua variabel sekaligus. Limit fungsi f (x, y)
diperoleh ketika x mendekati a dan y mendekati b .
Penulisan limit dapat dilakukan dalam dua cara:

lim
x=a f(xy)
y—-b
atau
lim
xy) - (ab) T

Dalam modul ini akan digunakan bentuk kedua.
Menentukan limit fungsi dua variabel berarti mencari nilai
yang didekati oleh f(x,y) saat titik (x,y) mendekati (a, b),
termasuk ketika titik berada tepat di (a, b) (Adams & Essex,
2010; Anton et al., 2012; Apostol, 1999; Budhi, 1996; Stewart,
2016).

. Kekontinuan

Topik yang akan dibahas selanjutnya adalah
kekontinuan pada fungsi dua variabel. Cobalah untuk
mengingat kembali konsep kekontinuan pada fungsi satu
variabel. Menurut Anda, syarat apa yang harus dipenuhi
agar suatu fungsi satu variabel bersifat kontinu? Mari kita
ulas kembali pokok bahasan kalkulus yang telah dipelajari
sebelumnya.



Seperti apa pengertian kekontinuan pada fungsi dua
variabel? Uraian definisinya disajikan di bawah ini.

Contoh Soal Limit dan Kekontinuan
lim x=2 _

1. Tentukan nilai dari G y) > (1,-2) o =

im x2+y?

li
(x,y) = (0,0) =

2. Tentukan nilai dari



3. Tentukan apakah limit berikut ada atau tidak, jika ada,
berapakah nilainya?
lim 3x% 4+ 2xy — y?
y) - (1,-1) x2—y2 -

2x2y—2

4. Periksa, apakah f(x,y) = ry? kontinu di:
a. (1,0); dan
b. (0,0)
Pembahasan:
1 lim x-2 _ 1-2 1
T ey) = (1L, -2)xy T WD 4
2. Sepanjang y = mx, maka
lim  x*+y* lim  x*+m?x®
(xy) =00 x  (xy)-00) «x
= WMoy ey
x—0
=0
Sepanjang y = 0, maka
lim  xX*+y* lim  x*+0
xy) =00 x  (xy)->00) «x
_ lim
x—0
=0
Sepanjang y? = x, maka
lim x?+y? lim x?+x
xy) - 00 x  (xy)->00) «x
_lim
= v 50" +1
=1

Karena nilai limit sepanjang y = mx atau y = 0 tidak
sama dengan nilai limit sepanjang y*=x , maka

. .
(x, y)lli»n(o,o) % tidak mempunyai limit.



3. Pada soal bagian ini, nilai fungsi tidak kontinu pada titik
(1,—1) karena bila disubstitusikan, penyebut menghasilkan
nilai nol. Namun, tidak berarti bahwa nilai limit fungsi ini
tidak dapat dikerjakan.

Pada soal ini, kita dapat memfaktorkan baik pembilang
maupun penyebutnya seperti berikut.

lim 3x2+2xy-y? lim Bx-y)(x+y)
(xy) - 1,-1) ==  (5y) > 1, -1) c-»G&+)
lim (Bx-y)

T y) - (1L,-1) &

Melalui pemfaktoran pembilang dan penyebut serta
membagi pembilang dan penyebut dengan faktor yang sama,
limit fungsi dapat dicari. Selanjutnya, substitusikan titik
(1, —1) pada fungsi terakhir yang diperoleh.

lim 3x2+2xy-y? _ lim GBx-y) _ 4 _

xy) - @A,-1) -  (y)—->{1,-1) ¢-» 2

4. Kita cek semua persyaratan, apakah terpenuhi atau tidak.

. . _ 2x%y-2
a. di(1,0); f(x,y) = i
_ W2 _ -2
1) f(l’o) - (1)2+(0)2 - 1 - 2
2) lim 2x2y-2 _ 2()%(0)-2 _ -2 _ _9
(x,y) = (1,0) x2+y2 — @2+©@? 1
lim 2x2%y-2 _ _
3) (x’y) N (1’0) x2+y2 - f(l;o) - _2
2y
Jadi, f (x,y) =25 jyj kontinu di (1,0)
. 2x2y—2
b. di (0,0); f(x,y) = ey?
2(02(0)-2 _

_2 M . . .
002~ 0 tidak terdefinisi

f(0,0) =

Karena salah satu syarat tidak terpenuhi, maka

flx,y) = 272 giskontinu di (0,0).

x2+y2

19



C. Rangkuman

Definisi kekontinuan pada fungsi satu peubah:

Definisi kekontinuan fungsi dua peubah:

D. Latihan/Tugas
Silahkan kerjakan latihan berikut untuk melihat sejauh

mana Anda menguasai materi.
im

o e . li
1. Tentukan nilai limit dari x,7) - (0,0)
25)
2. Tentukan nilai limit berikut. (skor 25)
lim x?-2xy
(xr Y) - (Zrl) xZ-4y?

xz:—yz jika ada. (skor

jika ada.

20



3. Tunjukkanlah bahwa fungsi f(x,y) = 32427 yontinu pada

x+y+1
titik (5, —3). (skor 25)
. 3ty ,(x,y) # (0,0)
4. Jika diberikan h(x,y) = xZ+y?’
0, (x,) = (0,0)

Tentukan kontinuitas dari h(x, y). (skor 25)

Pembahasan:
1. Sepanjang y = mx, maka
lim  xX*+y* lim  x*+mx®
(x'y) - (0'0) X B (X:J’) - (0'0) X
= lm st m2x
x—0
= 0 (skor 7)
Sepanjang y = 0, maka
im X +y* lim  x*+0
) =00 x  (xy) =00 «x
_ lim
x—0
= 0 (skor 6)
Sepanjang y? = x, maka
lim  x*+y? lim X +x
xy) =00 x  (xy) =00 «x
_lim
= roo0% +1
=1 (skor 6)

Karena nilai limit sepanjang y = mx atau y = 0 tidak

sama dengan nilai limit sepanjang y*=x , maka

(x, y)lim o, 0) tldak mempunyai limit. (skor 6)
5 lim x?-2xy _ lim x(x—2Y) (skor 7)
(0y) = (1) =42 (x,y) = (21) G-26+29)
~ (% y)hin 2,1) (x+2y) Gy (kor 6)
(2+2 (1)) (skor 6)
= Z =3 (skor 6)

21
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3. fix,y) = % kontinu pada titik (5, —3)
Pembahasan:
Terdapat 3 kondisi yang harus dipenuhi berdasarkan
kekontinuan.
a. f(5,—3) ada. (skor 7)

Hal ini benar karena domain fungsi f(x,y) = 3xtzy

x+y+1

terdiri dari pasangan-pasangan yang mana penyebutnya
tidak nol (x + y + 1 # 0). Titik (5, —3) memenuhi kondisi
ini. Lebih jauh lagi,

£(5,—3) = 202 _ 1576 _

5+(—3)+1 2+1
lim 3x+2y
b. (x,y) = (5,—3) x+y+1 ada. (skor 6)
tm 3x+ 2
lim 3x + 2y _ (0~ (5,-3) X+ 2y
)= G-3Nx+y+1 lim
y) - (5,3 Ty Tl
_ 15-6
T 5-3+41
=3
lim 3x+2y
C (,y) > (5,=3) xty+1 f(5,—3) (skor 6)
3=3
i 3 2 17 PR
Terbukti bahwa f(x,y) = xi;j kontinu pada titik (5, ~3).
(skor 6)
3x2y
4. Jika diberikan h(x,y) = x2_+y2:(X, y) # (0,0)
0, (x,y) = (0,0)

Maka tentukan kontinuitas dari h(x, y).
Pembahasan:

. 3x2%y . .
Fungsi h(x,y) = e merupakan fungsi rasional,

fungsi ini kontinu pada setiap domainnya yang dinotasikan
sebagai D = {(x,y) € R?|(x,y) # (0,0)}. (skor 8)



lim h( ) _ lim 3x2%y
(xy) = (0,00 Y = (x,) > (0,0) ?+»?
(skor 9)

=0 = h(0,0)

Oleh karenanya, h juga kontinu di (0,0) sehingga
2

ol y2 kontinu pada domain R?. (skor 8)
y

fungsi h(x,y) = x32+

E. Terapan pada Geogebra (Menentukan Kekontinuan Melalui
Grafik)

Untuk menentukan kekontinuan Fungsi 2 Peubah,
digunakan software Geogebra. Kunjungi website geogebra
https:\ \www.geogebra.com, pastikan Anda sudah sign in, pilih
menu Calculators kemudian pilih 3D Calculator.

@ D GovGioben - the ks merte, £ X+

Caleutator Suite Graphing Caleulator Geometry
Exploring functions, solving equations. Visualizing equations ard functions with @ Exploring geametric concepts and
canstructing geometric shapes. Ineractive graphs and plots canstructions in a dynamic environment
30 Calea Cal
ns and performing =
=

App Downloads -  Get started with the GeoGebea Apps =

Recommended math resources: 5

Setelah memilih menu 3D Calculator, akan muncul
tampilan seperti di bawah ini :

1 bttz=ferwee geogebraceg/3d

Dicdmets  CeidMaklie (@ Wad Wold Tigge. & Robet Tumbrmee
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Untuk menggambar grafik fungsi, ketik fungsi pada kotak
dibawah ini :

Tunjukan secara grafik, fungsi f(x,y) = % kontinu di

titik (1,-2). Sesuai syarat kekontinuan, syarat di bawah ini harus
dipenuhi :
1. f(a,b) ada;

x—2

f(x,J’) = m
f,-2) =

1-2 1
1(-2)2 4




Terbukti f(1,—2) ada, secara grafik ditunjukkan
seperti di bawah ini :

= GeoGebia  a spcalcuor ~

0 fe-E

A= -2 M -2)
=Y = (1.-2,-0.25)

+  loput

lim

(x,y) - (a,p) f&¥)ada

lim x—2

Untuk  menunjukan 6 y) = (1,-2) 12 ada,
tunjukan bahwa titik (1,-2) didekati dari arah manapun
menuju ke suatu nilai. Pertama gambear titik (1,-2), kemudian

gambar beberapa kurva yang melalui titik (1,-2) dan

memotong kurva f(x,y) = %, Kurva y = —2x memotong

kurva f(x,y) = i—;f, gunakan perintah IntersectPath(% =

z,2x + y = 0) untuk mendapatkan kurva perpotongan.

i 4 B s
= GeaGebra 3D Calculator < @
x-2 ] /
g 0O fen =37
E3 A= (1,211, -2)
<3 o = (L-2,-025)
o B=02
© siy=-2x
eq1: IntersectPath{z, f)
© x=2
- ()
+ Input...
¢
L&

25



26

Kurva x = 1 memotong kurva f(x,y) = ’;y;j, gunakan

perintah IntersectPath(*— = z,x = 1) untuk mendapatkan

-2
xy?

kurva perpotongan.

= GeoGebra 3D Calculator < @
' @
8 A= (L, -2 (1, -2)
el ° = (L-2,-025)
@ |0 B=0L2
) O eiy=-2x
[ eq1: IntersectPath(g, ]
® i (’x;yf=x.zx+y=n)
| Q h:x=1
[ eq?: IntersectPath{h. )
(] -2
- (Qn,x:l)
+ g
E 4 e slalor
x=2
Kurva y=-2 memotong kurva f(x,y)= o
. x=2
gunakan perintah IntersectPath( 5 =LY = —2 ) untuk

mendapatkan kurva perpotongan.

Wetch Wodd igge—. &2 Akt Transfommer.. ) Other fveries.
= GeaGebra 3D Calculator < @
O sy=-2x : KU f
g
e cql: IntersectPath(g, 1}
0 2 _
@ = (W—x.h-ﬁy—ﬂ)
0 hix=1
eq2: IntersectPath{h. f)
0 -2
= (=)
0 piy==2
€q3 : IntersectPath(p. f)
© (2,
- (xy! Sah
4+ Inpue
E & - ulalor




Dari gambar terlihat bahwa bidang perpotongan

(perhatikan garis hitam) saling silang di satu titik (1, -2, — %)

tch Viodd ¥igge. 2 Aokt Tansoemer..

= GeoGebra 3D Calculator < @
O | siy=-2x :

8

- eql: IntersectPath(g, 1]
[¢] =2

o ® - (nn)
O hix=1

€92 : IntersectPath(h. ]
® (2 =
= (GF-ux=
O piy=-2
&q3: IntersectPath{p. )

* - )

+  Inpte

E A GeoGebra 3D Calculalor
.. . lim x=2
Hal ini menunjukan bahwa 6, y) > (1,-2) w2 ada
lim x-2 _ 1-2 1

dan nilai limit 6y) = (1,-2) w2 =TT i

C(x y)lT(a, py fey)=7r(ab)
lim 2 _ 12 _ 1
(,y) = (1,-2) x2 122 4
x—2
fayn =3
1,-2) = 1-2 1
R TE LR
x,y) TrzL -2) feo,y)=f(1,-2)

Dengan terpenuhinya syarat kekontinuan, maka
diambil kesimpulan fungsi f(x,y) = i—;j kontinu di titik

(1,-2).
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Sesudah mempelajari bab ini, cobalah melakukan refleksi

singkat agar Anda dapat menilai sendiri sejauh mana pemahaman

Anda terhadap materi yang dipelajari.

Berilah tanda centang («”) pada kolom yang sesuai:

atau tes yang berkaitan dengan materi ini.

No Pernyataan Refleksi Sudah | Belum

Saya sudah mengerti tujuan pembelajaran

1 . O O
pada bab ini.

5 Saya bisa menjelaskan pokok-pokok konsep O 0
dengan jelas dan runtut.
Saya mampu memahami langkah-langkah

3 . a a O
dari contoh soal yang diberikan.
Saya dapat mengerjakan soal latihan tanpa

4 . . O O
harus melihat kunci jawaban.
Saya bisa menghubungkan materi ini

5 | dengan contoh dalam kehidupan sehari- O O
hari.
S [ uti ui

¢ |Savamerasa cukup siap mengikuti ujian 0 -

Petunjuk interpretasi:

Jika Anda memilih “Sudah” pada lima pernyataan atau lebih,

itu berarti pemahaman Anda terhadap materi cukup baik. Jika

belum, coba pelajari kembali bagian yang masih kurang dikuasai

dan mintalah bantuan dosen atau teman belajar.
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BAB
DERIVATIF PARSIAL

A. Pendahuluan

Bab ini membahas mengenai derivatif parsial pada fungsi
peubah banyak, khususnya fungsi yang memiliki dua peubah
bebas. Untuk memahami materi ini dengan baik, pembaca
diharapkan telah menguasai konsep dasar turunan yang telah
dipelajari dan dirangkum pada mata kuliah Kalkulus
sebelumnya. Kompetensi yang diharapkan setelah mempelajari
materi ini adalah kemampuan dalam menentukan derivatif
parsial pada fungsi peubah banyak. Oleh karena itu, penting
untuk memahami pengertian serta konsep-konsep yang
berkaitan dengan derivatif parsial, sekaligus melatih
keterampilan melalui penyelesaian berbagai soal. Capaian
pembelajaran khusus yang ingin dicapai melalui bab ini adalah:
1. Mampu menjelaskan konsep derivatif parsial.
2. Mampu menentukan turunan pada fungsi peubah banyak.

B. Materi
1. Turunan Parsial
Derivatif parsial merupakan derivatif dari suatu fungsi
yang melibatkan lebih dari satu variabel bebas, dengan
melakukan diferensiasi terhadap salah satu variabel
sementara variabel lain dianggap konstan (Muzakir, 2018;
Weir et al., 2014).
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Notasi
Misalkan f(x,y) adalah fungsi dengan dua peubah
bebas x dany.

Derivatif parsial f(x,y) terhadap x direpresentasikan

. Of _ tim FOARY)—f ()
sebagai — = ;15 -

flx,y) terhadap y direpresentasikan dengan

sedangkan derivatif parsial

Of _ im FGey+i)—f(xy)
dy — k-0 Kk
Derivatif parsial orde dua dari f(x,y) dituliskan
sebagai berikut:
a (of 0% f
ox (%) ~ox?
a (0f 0% f
ox (@) - 0x0dy
a (0f 0% f
dy (%) - d0ydx
a (of 0% f
a5 (3y) = 37

Lemma Dasar

Jika z = f(x,y) mempunyai derivatif parsial pertama
yang kontinu di region D, maka fungsi tersebut mempunyai
diferensial total, yaitu

Secara umum, jika f(x1,xy,..,%,) adalah fungsi
bernilai real, maka diferensial totalnya dituliskan sebagai:

of of of
df = 6—xldx1 +6—xzdx2 + .- +den
Untuk dua fungsi u = u(x,y) dan v = v(x,y) masing-
masing terdefinisi dan mempunyai derivatif parsial terhadap
x maupun y pada suatu daerah D ¢ R* maka berlaku sifat-
sifat berikut:

a. d(u+v)=du+dv

b. d(uv) = udv + vdu



c. Untuk setiap (x,y) € D, v(x,y) # 0, maka berlaku
J u vdu — udv
G) ==

v V2

d. df(u,v) = g—idu+2—£dv

df dou df dv af ou Of ov
s = (LAWY (@0 Aoy

Judx Ovox dudy OJdvady
Contoh Soal Derivatif Parsial:

a. Diberikan fungsi f(x,y) = x?y +3xy?* —y . Tentukan

of

E .

b. Diberikan fungsi f(x,y,z) = x?y + yz? + e**, tentukan
derivatif parsial orde dua fungsi f.

o . 1@
derivatif parsial é dan

c. Diketahui: z = x2y + y3. Tentukan dz

Pembahasan:
a. Derivatif Parsial terhadap x:

2 (x2y) =

2 (x%y) =2xy
9 2y — 24,2
5 (3xy*) =3y
a —_—

5 =0

Sehingga:

o — 2xy + 3y?
ax XY T oY

b. Derivatif Parsial terhadap y:

a
o

2 3xy?) =

5y (3xy%) = bxy
a —_—
) =-1
Sehingga:

of
dy

x2y) = x?

=x?+6xy—1

1 a_f = Xz
c. Diperoleh == = 2xy + ze

U — 2 4 2

ay

a_fz Xz

o 2yz + xe

?f_ 0 Afy_ 9 xz) = 2,xz
axz_ax(ax ax(2xy+ze) 2y + z%e
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2
F=r =Tt =0

dy? By ay
d%f af
ﬁ_ )= (2yz+xe"z) 2y + x2e*?
9 _ a_f Uy _ 9 xz
%oy = 2yox = 3y ( ) (2xy+ze ) =2x
a92f _ 9%f 9 ofy _ 9 X2y — xz
90n =~ w0 = 3 ( ) aZ(2xy+ze ) =e** + xze
a%f _ 9%f of 2
ayaz_azay 0z (6y) az( +Z) 2z
2z _»
ox Xy
9z _ 2 2
Pviad + 3y
dz=Zars 224
z=—dx+ —
P ay ™

dz = 2xy)dx + (x? + 3y?)dy

C. Rangkuman
Derivatif parsial adalah derivatif dari suatu fungsi yang
memiliki beberapa variabel bebas terhadap salah satu variabel
bebasnya dengan memandang variabel bebas lainnya sebagai

konstanta.
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D. Latihan/Tugas
Silahkan kerjakan latihan berikut untuk melihat sejauh
mana Anda menguasai materi.

1. Tentukan g—£ dan g—i jika diberikan f(x,y) = x2 + 2y. (skor 10)

2. Jika z3 — xz — y = 0 maka tentukan Z—i dan Z—;. (skor 20)
1
3. Diberikan F(x,y,z) = (x? + y? + z%)z.

2 2 2
Tentukan 2% + 2£ 4 375. (skor 40)

9z2 5;3
U . . 9y?2
4. Tentukan — dari fungsi U = —. (skor 10)
ox x-y
5. Tentukan 2 dan Z jika diberikan
ox ay
5
flx,y) = (2 —x%—2y?)2 — xy?. (skor 20)
Pembahasan:
1. Jika f(x,y) = x2 + 2y makag—i =2x danz—i = 2. (skor 10)

3
2. ]ikaz3—xz—y=0makaaaix————=0

20z _ 92y o _
3z P (Z+xax) 0=0

202, _ 97 _
3z e 2T X5, 0
%(SZZ—x)—Z
Z—i—SZ (skor 10)

0y_ 5
oz 2 ) —
ax(3z x)=1

% - _1 (skor 10)

dx  3z%2-x

1
3. Jika F(x,y,2z) = (x* + y? + z?)2 maka

OF _ (1.2 2 27

P (2 (x*+y*+2z%) 2) (2x) » 2x merupakan turunan
dari x? + y? + z*

% —x(x?+y%+ zz)_%

ax
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Misal:

u=x-u =%=1
dx
1 dv 1 3
— (2 2 2\ 2= 2 2 2\—>
v=(x*+y +z)2—>v—dx ( 2(Zx(x +y +Z)2)

Saya ulangi,
2x merupakan turunan terhadap x dari (x%+y*+

z%) (Lihat dalil tentang aturan berantai)
d(uv) = vdu + udv
62

2 2
Frl =% +y%+2z%)” 2(1)+x(——(2x(x +y%+2z2)72 )
zx: =% +y%+ zz) 2 —x%(x?+y% + zz)_i (skor 10)

Silahkan coba sendiri untuk turunan selanjutnya...benarkah
hasilnya sama dengan berikut ini?

oF -
=Gy

oF

@=y(x2+y2+zz)'5

0°F . .
ay = (x? +y? +Z)2+y(——(2y(x +y? +2z2)” )

o°r =(x2+y2+2%) 2—y Z(x2+y?+2%)” 2(sk0r10)

oF ( (x2+y%2+29)2 )(22)

0z

oF 2

a——z(x + y? +Z) 2

aZ

3,7 =(x?+y*+2%)" 2+z(——(22(x +y2+2z%)72 )
g——(x + y? +zz)_5—22(x + y? +zz)_5 (skor 10)
0%F 0°%F 0°%F

1 3
— 2 2 2\75 v 2(A2 2 ANy
et T ayr T = (7 Y+ 4y 420

1 3
(@2 4y 42—y 4 g2 420

1 3
+(G?+y2 +2) 75— 22 (2 +y? +22)72)

9%F  0%F  9%F
ax%2  9y%  09z2

1 3
=3?+y2+z0) 2 - (P +y*+z2) (P +yr + 292



o o, ot _
axz  dy?  9z2
1
=% +y2+2z2)23 - (x?2+y? + 28 (x* + y* + z3)™Y)
02F =~ 0%F _ 0%F

1
Py W+§=(x2+y2+22)_5(3—1)

9%F | 9%F | 0%F 2 2 -2
et toz= (x*+y*+2°)72(2)
8%F | 9%F | 9%F _ 2

ox2 " oyz " 9zz . . . .1

0x dy 0z (x2+y2+22)2

0%F . 0%F  0°F

2
a2 a2 Vo2 T Jaanye

2
4, JikaU = ;yTy maka

(skor 10)

oU
—— = (D9 (x - y) (-1

ox

ou _ -9y?
ox  (x—y)?
(skor 10)

5. Jika f(x,y) = (2 — x — 2y2)7 — xy?
= [2@-x2-2yM(-20)] - 57

= [—5x(2 —x? - ZyZ)%] — y? (skor 10)

of 5 3
T = 2@ -2 - 2y2(-4y)] - 2xy

= [—10y(2 —x?- ZyZ)%] — 2xy (skor 10)

E. Terapan pada Geogebra
Langkah-langkah membuat visualisasi Derivatif Parsial di
GeoGebra:
1. Buka GeoGebra 3D Calculator

2. Masukkan Fungsi Permukaan
Di kolom “input” kiri bawabh, ketik:
f,y)=x*y+y?
GeoGebra akan menampilkan permukaan 3D.
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3. Tambahkan Titik Evaluasi
Kita ambil titik (1,2), dan masukkan:
A=(1,21(1,2)
Titik ini akan muncul di permukaan.

> C @ % geogebraory/

M Gmail ) YouTube @ Maps @

= GeoGebra Calculator Suite | & 3 Calaator ~

<

D flxy) = Ry+y 2 oo
B
agen A=(12f(L2
g O 1(2 10( !
@& = (L2.10)

w4 gt

¢ GeoGebra Calculator Suite

]

4. Hitung Turunan Parsial
Masukkan turunan parsial terhadap x dan y:
fx (x, y) = Derivative (f(x, y), x)
fy (x, y) = Derivative (f(x, y), y)

= GeoGebra Calculator Suite | & 30 Caauiator ~ |

<

O fxy) =Lyty i o
B
prosy A=(1.2,10,2)
& = (1,2,10)
s ° fx(x,y) = Derivative(f(x, y)ix)
= 2xy
+ | Input..

€ GeoGebra Galculator Suite

&




= GeoGebra Calculator Suite | & 30Caleuator ~ < SIGN IN

O floy) =Ry+y H CRe o
B
i A= 2f(,2
P o) (1(2 w]( )
@ =2
e ° fx(x,y) = Derivative(f(x, y)ix)
= 2xy
° fylx,y) = Derivative(f(x, y)iv)
= 43y
+ | Input..
f
Q
Q

€2 GeoGebra Calculator Suite

5. Lanjutkan evaluasi turunan di titik (1,2):

6. Tampilkan Vektor Gradien
Vektor gradien di bidang xy adalah (4,13). Untuk

memvisualisasikannya dari titik A, masukkan:
grad = Vector(A, (1 +4, 2+ 13, {(1, 2)))
atau bisa ditulis:
grad = Vector(A, (5, 15, {(1, 2)))

GeoGebra akan menampilkan vektor yang
menunjukkan arah perubahan maksimum fungsi (gradien).

= GeoGebra Calculator Suite | & 30 Calcuator ~ | < m s
]
T =% ®
8
st ° ix(X;y) = Derivative(f(x, 13.x
3 = 2xy
e A
° fylx,y) = Derivativelf(x, 1.y
= 3yt
a=1fx1,2)
=4
b =fy(1, 2)
=13
grad = Vector(A, (1 +4, 21
° -0 .
= (13 S
3 Q
+ lnpit (;

a’,‘j GeoGebra Calculator Sute
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7. (Opsional) Tambahkan Bidang Singgung

C @ % geogebrao/al

oTube @ Maps @ Ado

= GeoGebra Calculator Suite | & 3D Caluiator ~ < SIGNIN
(&)
= 2xy oo &
]
Ao fy(x,y) = Derivative(f(x, v}, v,
o
@ = X+3y
= 2= 1, 2)
=4
b=fy(1,2)
=13
grad = Vector(A, (1+4, 21
°l-6
= (13
0.
° Tang(x,y) = f(1, 2)+fx(1} 2) s
= 12.242%42:1.2(x~ 1] %
(x=1) a
+ Input... a

= GeoGebra Calculator Suite | & 3DCakuator ~ | < PEEWN sovm
- = 2xy e a
B8
et ° Fy(x,y) = Derivative(f(x, y),y)
& = 213y
L a =1 2)
=4
b=y, 2)
=13
grad = Vector(A, (1 +4, 2+13, £(1, 4)))
® -
= |13
0,
o Tang(x,y) = f(1, 2}+fx(1, 2) (x— 1)} =
= 12242 42.1.2(x— 1)+ (12+3- a
A Surface(Tang(x, yhx, 0, 2, v, 1, 3) § &

GeoGebra Caleulator Suite




Sesudah mempelajari bab ini, cobalah melakukan refleksi

singkat agar Anda dapat menilai sendiri sejauh mana pemahaman

Anda terhadap materi yang dipelajari.

Berilah tanda centang (+”) pada kolom yang sesuai:

No Pernyataan Refleksi Sudah | Belum

Saya sudah mengerti tujuan pembelajaran

1 . O O
pada bab ini.

5 Saya bisa menjelaskan pokok-pokok konsep 0 0
dengan jelas dan runtut.
Saya mampu memahami langkah-langkah

3 . a O O
dari contoh soal yang diberikan.
Saya dapat mengerjakan soal latihan tanpa

4 . S O O
harus melihat kunci jawaban.

5 Saya bisa menghubungkan materi ini dengan - -
contoh dalam kehidupan sehari-hari.

6 Saya merasa cukup siap mengikuti ujian atau 0 0
tes yang berkaitan dengan materi ini.

Petunjuk interpretasi:

Jika Anda memilih “Sudah” pada lima pernyataan atau lebih,

itu berarti pemahaman Anda terhadap materi cukup baik. Jika

belum, coba pelajari kembali bagian yang masih kurang dikuasai

dan mintalah bantuan dosen atau teman belajar.
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BAB
DERIVATIF FUNGSI

IMPLISIT

A. Pendahuluan

Dalam pembahasan mengenai turunan fungsi implisit,
pembaca diharapkan dapat memahami serta menjelaskan
konsep dan sifat-sifat yang berkaitan dengan turunan dari fungsi
implisit. Setelah mempelajari bab ini, tujuan pembelajaran
khusus yang diharapkan tercapai meliputi kemampuan untuk:
1. Menjelaskan konsep dasar turunan fungsi implisit;
2. Menghitung turunan dari fungsi implisit;
3. Menghitung turunan fungsi implisit dengan metode

Determinan Jacobian.

B. Materi
1. Derivatif Fungsi Implisit

Fungsi z = f(x,y) dapat direpresentasikan dalam
bentuk F(x,y,z) = 0. Bentuk F(x,y,z) = 0 disebut sebagai
fungsi implisit (Marsden & Tromba, 2012; Purcell & Varberg,
1987).

Derivatif fungsi implisit z terhadap peubah x dan y
dapat ditentukan dengan rumus:

0F(x,y,z)
0z B rw
a - OF (x,y,2)
0z
OF (x,y,Z)
0z oy
@ T T F(xy.2)
0z
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Sebagai contoh, persamaan x3 + 3y? — 2z = 5 dapat
ditulis secara implisit menjadi F(x,y,z) = x* + 3y% — 2z% —
5=0.

Derivatif parsial dari F(x,y, z) adalah

OF (x,y,2) _ 3,2 O0F (x,y,2) p

0x dy
0F(x,y,2)
- 4y
0z
Dengan demikian, turunan F(x, y, z) terhadap x dan y
diperoleh
aF (x,y,2)
0z %_ 3x*  3x?
ox  9Feyd ~  _4z 4z
0z
OF (x,y,2)
o2 _ __w __&v 3%
dy  F@yad 4z 2z
0z

. Determinan Jacobian
Konsep Jacobian banyak digunakan dalam
perhitungan turunan fungsi-fungsi implisit (Marsden &
Tromba, 2012; Purcell & Varberg, 1987).
Untuk dua fungsi implisit
Flx,y) =0
Glx,y) =0

Jacobian terhadap peubah x dan y ditentukan dengan rumus

0F(x,y) OF(x,y)

_AF.G) | ox ay |_|E B
S a(xy) |96(xy) 9G(x,y)|  1G. Gy
ox dy

Nilai J disebut determinan Jacobian derajat dua dari
fungsi F dan G . Selanjutnya, untuk tiga fungsi implisit
F(x,y,z2) =0, G(x,y,z) =0, dan H(x,y,z) =0, Jacobian
terhadap x, y dan z dinyatakan dengan
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_9(F,G,H) _
a(xv}’:z) H

Yang disebut determinan Jacobian derajat tiga dari
fungsi F, G dan H.

Contoh Soal Derivatif Fungsi Implisit:

a. Jika diberikan fungsi f (x,y) = ;)z zz maka

of (x,y) of(xy) _
x ox +y ay -

+,

b. Jika diberikan sistem fungsi implisit:
F(x,y,u,v) = xu —yvsin (xy) =0
Glx,y,u,v) = x*u? + y?v? —x?y? =0

A(FG) _

tentukan 2 =

c. Diberikan dua fungsi:
F(x,y) =In(xy) danG(x,y) = x? — yZ.Tentukana(F'G) =

axy)

Pembahasan:
. . y2—x?
a. Diberikan f(x,y) = 5—

y2+x2
Misalkan

N =y%—x*M =y*+x%
N, = —2x

N, =2y

M, = 2x

M, =2y

Dengan aturan hasil bagi:

Of (x,y) __ NxM—NMy
ax M2
_ (=20)(n)-(N)(2x)
=0
—2x(M+N)
M2
_ —2x((y3+x?)+ (i -x?) _ —4xy?
- M2 T (x2+y2)2




af(xy) _ NyM-NM,

ay M?2
— @y))-N)(2y)
MZ
_2y(M—N)
M2
_ 2y +x?) -y %) _ 4ax?y
- M2 T (x2+y2)2
af (x,y) af (xy) —4xy? 4x?y
X TV o T X TV ey
—4x2y? 4x2y?

=0

T (x2+y2)2 | (x2+y2)?

b. Disajikan pada soal:
F(x,y,u,v) =xu—yvsin(xy) =0,
G(x,y,u,v) = x*u?® + y?v? — x?y? =

Turunan parsial:

OF _ O
on = X, 5> = —ysin(xy)
906G _ 5 2. 906G _ 5 2
au—qu,av—Zyv
J0F OF

0F.6) |7 v
d(u,v) |96 G

ou v
| ox —y sin(xy)
T 2x%u 2y%v

x(2y?v) — 2x?u(—y sin(xy))
= 2xy%v + 2x%yu sin(xy)
= 2xy(yv + xu sin(xy)

c. Jika F(x,y) = In(xy) dan G(x,y) = x? — y?
Hitung turunan parsial:
OF(xy) _ 1, 0F(xy) _ 1
ax X ay ¥y
06Cy) _ 50 060) _ 5,

= 2x;
dx 7 9y




0F(x,y) 0F(x,y)
_AF.G) | ox ay |_|&x B
a(x,y) [9G(xy) 0G| 1Gx Gy
dx ay |
1 1
2x =2y
1 1
= ()2 - e
I _ 2
=22z

C. Rangkuman
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D. Latihan/Tugas
Silahkan kerjakan latihan berikut untuk melihat sejauh
mana Anda menguasai materi.

1. Tentukan Z—)Z( dari x? 4+ 2xy + z* — xz + 2 = 0. (skor 30)

2. Berapakah nilai Determinan Jacobian dari sistem persamaan
flx,y) = —y*+x2, g(x,¥) = 3y? — x. (skor 30)

3. Tentukan determinan jacobian jika diketahui x = rcos8, y =
r sin 6. (skor 40)

Pembahasan:
1. Persamaan implisit: x% +2xy +2z2—xz+2 =0, diminta

. 10z
menentukan turunan parsial —.

Karena z tidak diekspresikan secara eksplisit sebagai fungsi
dari x dan y, kita gunakan diferensiasi implisit terhadap x,
dengan menganggap bahwa z = z(x, y).

Ambil turunan terhadap x dari kedua sisi:

LIS 4 g2y L Lyl
L (%) + 2 ) + = (2%) — = (x2) + = (2) == (0)
Hitung tiap turunan:

a. ﬁ (xz) = 2x
b. ﬁ (2xy) = 2y (karena y dianggap konstan terhadap x)

42y =2,.22
C. dx(z)—Zz

ax
d = .oz
d. E(xz) =z+x—
d
e. i (2) =0
(skor 20)
Substitusikan semuanya:
2x + 2y + 2 0z 0z _ 0
XTraytez 0x 2mx ox

Gabungkan dan kelompokkan suku-suku:
0z
(2z —x) $+(2x+2y—2) =0
Pindahkan 2x + 2y — z ke kanan:

(Zz—x)g—;=z—2x—2y
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Akhirnya, kita peroleh:

0z z—2x-—2y
x| 27—«
(skor 10)
Jawaban akhir:
0z z—2x—2y
ax - 2z —x

. Diberikan sistem fungsi:

flx,y)=—y*+x% g(x,y) =3y*—x

Kita ingin mencari determinan Jacobian, yaitu

determinan dari matriks turunan parsial dari f dan g

terhadap x dany.
Langkah 1: Bentuk Matriks Jacobian
o o)
dx dy
=| |
J(x,y) dg agJ
dx dy
Hitung turunan parsial:
of _
a. -=2x
of _
ag _ _
C. Fia
ag _
d. 9 = 6
(skor 20)
Jadi:

2 -2
jen =2 )]

Langkah 2: Hitung Determinan
det(J) = (2x)(6y) — (=2y)(=1) = 12xy — 2y
= 2y(6x —1)
(skor 10)
Jawaban akhir:
det(J) =2y(6x—1)



3. Kita diberikan transformasi koordinat dari koordinat polar ke

kartesian:
x =rcosf,y = rsinf

Kita diminta menentukan determinan Jacobian dari
transformasi ini, yaitu:
0x Ox
oxy) _loar a8
a(r,0) |0y ay

oar 26
Langkah 1: Hitung Turunan Parsial
a. Z—): = cosf
b. g—; = —rsinf
c Z—Z = sinf
d Z—Z = rcosf
(skor 20)

Jadi matriks Jacobian-nya adalah:
J= [COS 6 -—rsinf

sin@ rcos@
(skor 10)

Langkah 2: Hitung Determinan

det(J) = (cos0)(rcos ) — (—rsin 8)(sinf) =r
= rcos 20 + rsin 20 = r(cos 26 + sin 26)

(skor 10)

Jawaban akhir:

oo (5ay) ="
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Sesudah mempelajari bab ini, cobalah melakukan refleksi

singkat agar Anda dapat menilai sendiri sejauh mana pemahaman

Anda terhadap materi yang dipelajari.

Berilah tanda centang («”) pada kolom yang sesuai:

No Pernyataan Refleksi Sudah | Belum

Saya sudah mengerti tujuan pembelajaran

1 . O O
pada bab ini.

5 Saya bisa menjelaskan pokok-pokok konsep O 0
dengan jelas dan runtut.
Saya mampu memahami langkah-langkah

3 . a O O
dari contoh soal yang diberikan.
Saya dapat mengerjakan soal latihan tanpa

4 . S O O
harus melihat kunci jawaban.

5 Saya bisa menghubungkan materi ini dengan 0 -
contoh dalam kehidupan sehari-hari.

6 Saya merasa cukup siap mengikuti ujian atau 0 0
tes yang berkaitan dengan materi ini.

Petunjuk interpretasi:

Jika Anda memilih “Sudah” pada lima pernyataan atau lebih,

itu berarti pemahaman Anda terhadap materi cukup baik. Jika

belum, coba pelajari kembali bagian yang masih kurang dikuasai

dan mintalah bantuan dosen atau teman belajar.
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BAB
NILAI EKSTRIM

BERSYARAT

A. Pendahuluan
Pada sesi ini, kita akan membahas tentang nilai ekstrim
fungsi peubah banyak dan nilai ekstrim bersyarat untuk fungsi
peubah banyak. Setelah mempelajari materi ini, diharapkan
Anda dapat menjelaskan sifat-sifat fungsi = komposit
untuk fungsi peubah banyak serta memahami pengertian nilai
ekstrim dan nilai ekstrim bersyarat untuk fungsi peubah banyak.
Capaian pembelajaran khusus setelah Anda mempelajari
bab ini adalah:
1. Mampu menjelaskan pengertian nilai ekstrim fungsi peubah
banyak;
2. Terampil menentukan nilai ekstrim fungsi peubah banyak.

B. Materi
1. Nilai Ekstrim Bersyarat

Pada bagian ini akan dikaji konsep fungsi maksimum
dan minimum. Istilah ekstrem digunakan untuk
menggambarkan keadaan fungsi ketika mencapai titik
maksimum maupun titik minimum.

Pengertian ekstrem relatif pada fungsi dua variabel
sama halnya dengan yang berlaku pada fungsi satu variabel.
Misalkan f(x,y) didefinisikan pada suatu daerah R pada
bidang xoy dengan (a, b) € R.

49



a. Fungsi f(x,y) dikatakan mempunyai nilai maksimum
relatif f(a, b) di titik (a, b) jika terdapat bilangan real § >
0 sehingga untuk setiap titik (x,y) € R yang memenuhi
Vo —a? - -b?<s
berlaku f(x,y) < f(a,b)

b. Fungsi f(x,y) dikatakan mempunyai nilai minimum
relatif f(a, b) di titik (a, b) jika terdapat bilangan real § >
0 sehingga untuk setiap titik (x,y) € R yang memenuhi

Vo —a?—(y-b3?<s
berlaku f(x,y) = f(a, b)

c. Fungsi f(x,y) dikatakan mempunyai nilai maksimum
absolut f(a, b) di titik (a, b) pada R jika untuk setiap titik
(x,y) € R berlaku f(x,y) < f(a,b).

d. Fungsi f(x,y) dikatakan mempunyai nilai minimum
absolut f(a, b) di titik (a, b) pada R jika untuk setiap titik
(x,y) € R berlaku f(x,y) = f(a,b).

f(x,y) terdefinisi dan terdiferensial parsial hingga
orde dua pada daerah R , akan mencapai nilai ekstrim di titik
(x0,¥0) € R jika

9f (xoy0) _ 0 dan 9f (xo¥0) _ 0
dx ay
dan D = B? — AC dan
1. mencapai nilai maksimum relatif jika A < 0 dan D > 0
2. mencapai nilai minimum relatif jika A > 0 dan D > 0

f(x,y) bukan nilai ekstrim, jika D < 0 atau jikaD =0
maka uji turunan kedua ini tidak menghasilkan keputusan.

__9%f(x0.%0) __ 9%f(x0.0) __9%f(x0.¥0)
dengan A = ———2=,B = oxdy ! dan C = oyt

(Anton et al., 2012; Stewart, 2016)




Contoh soal nilai ekstrim bersyarat:

a. Diberikan fungsi f(x,y) = 3x% + y* — 6x + 4y. Tentukan
titik stasioner fungsi f dan tinjau apakah fungsi f
mencapai nilai ekstrim di titik tersebut.

b. Tentukan nilai ekstrim fungsi f jika ada untuk f(x,y) =
4x% +y? —8x + 4y

Pembahasan:
a. Untuk menentukan titik stasioner diselesaikan sistem

persamaan
AN _ o dan L&Y — o
ox ay
diperoleh
a ’
Fey) _ .
dx
of (x,y)
—=2y+4
dy y
Jadi
6x—6=0
2y+4=0

Sistem persamaan di atas mempunyai penyelesaian
x = 1dany = -2, sehingga titik (1, —2) merupakan titik
stasioner fungsi f di atas.

Selanjutnya dibandingkan nilai fungsi f(x,y) di
titikk (1,—2) dengan nilai fungsi tersebut di titik
(1+h,—2+ k) dengan h dan k bilangan real sebarang

cukup kecil.
f(l,—Z) =-7
fA+h-2+k)=3(1+h)?*+(-2+k)*—6(1+h)
+4(=2+ k)
=3h?+k*-11
fA+h-24+k)—f(1,-2)=0CBh? +k*-11)+7
=3h* +k* -4
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Terlihat bahwa tanda dari [f(1+h,—2+k)—
f(1,-2)] dapat berubah dengan perubahan nilai h dan k,
berarti fungsi f (x, y) tidak mencapai nilai ekstrim di titik
stasioner (1, —2).

ey _ gy g

dx
af (x,¥)
_—=2 4
dy y+
0 wy) _ g
0x?
Ffxy) _
dxdy -

0°f(x,y) 2
ayz
AN _ g qan LED
dy

= 0, maka
dx

8x —8 =0 dan 2y + 4 = 0 memiliki penyelesaian x =1,
y = —2 diperoleh titik stasioner fungsi f(x,y) yaitu titik
(1,-2) selanjutnya dihitung nilai diskriminan D = B? —
AC=0-16=-16<0

92f(1,-2) _

Karena A =-—-—=8>0 maka di titik stasioner

(1,-2) fungsi f(x,y) =4x*+y*—8x+4y mencapai
nilai minimum relatif sebesar
f(1,-2) =4(1)* + (-2)* —8(1) + 4(-2) = -8




C. Rangkuman

D. Latihan/Tugas
Silahkan kerjakan latihan berikut untuk melihat sejauh
mana Anda menguasai materi.

1. Diberikan fungsi f(x,y) = 3x% — 2xy + y* — 8y . Tentukan
titik stasioner fungsi f dan tinjau apakah fungsi f mencapai
nilai ekstrim dji titik tersebut. (skor 25)

2. Diberikan fungsi f(x,y) = —xy + 2x + y* + y + 1. Tentukan
titik stasioner fungsi f dan tinjau apakah fungsi f mencapai
nilai ekstrim di titik tersebut. (skor 25)

3. Tentukan nilai ekstrim fungsi f jika ada untuk f(x,y) = 3x* +
y* — 2xy + 4y. (skor 25)

4. Tentukan nilai ekstrim fungsi f jika ada untuk
f(x,y) = cosx siny. (skor 25)
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Pembahasan:

1. Kita akan mencari titik stasioner dari fungsi f(x,y) = 3x? —
2xy +y* —8y dan menentukan apakah titik tersebut
merupakan titik ekstrem maksimum, minimum, atau saddle
point.

Langkah 1: Cari titik stasioner

Titik stasioner terjadi ketika turunan parsial pertama
dari fungsi terhadap masing-masing variabel sama dengan
nol. Kita hitung:

af (x,y)
o =6x — 2y
af (x,y)
=-2 2y —
3y x+2y—8

(skor 5)

Setarakan keduanya ke nol:
6x—2y=0(1)
—2x+2y—-8=0(2)
(skor 2)

Langkah 2: Selesaikan sistem persamaan
Dari persamaan (1):

6x =2y=>y=3x

(skor 2)
Substitusi ke persamaan (2):
—2x+23x)—-8=0=>-2x+6x—8=0=>4x=8
>x=2
y=3x=6
(skor 3)
Jadi, titik stasioner adalah (2,6). (skor 1)

Langkah 3: Uji nilai ekstrim
Hitung turunan kedua:

_ 3y _ _ Pfy) _ _ 3 ) _
fxx T oxz 6/ fyy - ay? - 2/ fxy -2

0xdy

(skor 5)



Hitung determinan matriks:

D= fxxfyy - (fxy)z =(6)(2) - (—2)2 =12—-4=8

(skor 4)

Karena D > 0 dan f,,, > 0, maka titik (2,6) adalah titik

minimum lokal. (skor 3)

Jawaban Akhir:

Fungsi f(x,y) = 3x? — 2xy + y*> — 8y memiliki titik

stasioner di (2, 6), dan fungsi mencapai minimum lokal di

titik tersebut.

. Kita diberi fungsi:
fl,y)=—xy+2x+y*+y+1

Langkah 1: Turunan Parsial Pertama

of(xy) _

o = y+2
of(xy) _

0y - % +2y+1

Setarakan keduanya ke nol:
—y+2=02y=2 (1)
-x+2y+1=0 (2)
Substitusi (1) ke (2):

—x+22)+1=0=>—-x+5=0=>x=5

Jadl titik stasioner (5,2)
(skor 15)

Langkah 2: Uji Jenis Titik
Hitung turunan kedua:

_ 0 fxy) _ _ iy _ _ % f(xy)
fax = axz 0, fyy T oayr T 2 fxy axdy

Determinannya:

=-1

D= fxxfyy - (fxy)z =0)R)-(-D?=0-1=-1
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Karena D > 0 dan f,, > 0, maka titik tersebut adalah
minimum lokal.
(skor 10)

Jawaban Akhir:
Karena D < 0, maka titik stasioner (5,2) adalah titik
sadel, bukan titik ekstrim (minimum atau maksimum lokal).

. Alternatif jawaban 1:

flx,y) =3x2+y%—2xy + 4y

af(xy) _ _
o = 6x — 2y
@Y _ oo
By 2y —2x+4
(skor 5)
_9%fy) _
A=—5==6
_ Py
- dx0y =—2
_ P fy) _
C= Pt 2
(skor 5)
Yxy) f;;’y) =0 dan 2% = 0, maka
6x —2y=0dan2y —2x+4=0
memiliki penyelesaian x = -1, y = —3

diperoleh titik stasioner fungsi f(x,y) yaitu titik (—=1,-3).
(skor 5)

selanjutnya dihitung nilai diskriminan
D=B*—AC=(-2)*-(6)(2) =4—-12 =-8< 0. (skor 5)
Karena A =%= 6>0

maka di titik stasioner (—1,—3) fungsi f(x,y) = 3x* + y? —
2xy + 4y mencapai nilai minimum relatif sebesar
f(=1,-3)=3(-1)?+(-3)* - 2(-D(-3) + 4(-3) =
=34+9-6—-12=-6

(skor 5)



Alternatif jawaban 2:

Untuk menentukan titik stasioner diselesaikan sistem

persamaan
Ofxy) _ 0 dan fxy) _ 0
ax ay -
diperoleh
of (x,y)
=6x—2
0x x y
f (x,y)
—=2y-2 4
dy y x+
Jadi
6x—2y=0
2y—2x+4=0

Sedemikian sehingga x = -1,y = =3
Diperoleh titik stasioner fungsi f(x,y) yaitu titik (-1, —3).

Selanjutnya dibandingkan nilai fungsi f(x,y) di titik
(=1, —3) dengan nilai fungsi tersebut di titik (=1 + h, —3 + k)
dengan h dan k sebarang bilangan real cukup kecil.
fx,y) =3x% +y? — 2xy + 4y
f(=1,-3)=3(=1)% + (=3)* = 2(-=1)(-3) + 4(-3)
=3+9-6—-12=-6
f(=1+h-3+k)=
=3(-1+h)?+(-3+k)?-2(-1+h)(-3+k)+4(-3+k)
=3-6h+3h*+9—6k+k*—6+6h+ 2k —2hk — 12 + 4k
=3h?+ k*—2hk -6

Selanjutnya dihitung
f(=1+h-3+k)—f(-1,-3) =
= 3h* + k? — 2hk — 6 — (—6)

= 3h* + k* — 2hk

= 2h* + k? — 2hk + h?
=2h*+(k—-h)*=0

Terlihat bahwa tanda dari [f(—1 + h,—3 + k) — f(—1,-3)] =
0. Ini berarti fungsi f(x,y) mencapai nilai minimum relatif di
titik stasioner (—1, —3) dengan (—1,—3) = —6.
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4. f(x,y) =cosx siny

a ) :

—fg;’y) = f, = —sin xsiny

af%y) = f, = cosxcosy

fy = —sin xsiny =0 dan f,, = cosxcosy = 0, mempunyai

himpunan penyelesaian jika cosx =siny =0 dan sinx =
cosy = 0. (skor 10)

Karena cos?x + sin?x = 1, maka cosx # 0 dan sinx # 0.

Untuk cosx = siny = 0, maka
X = % + nm,n € bilangan bulat
¥y = mm, m € bilangan bulat
Untuk sinx = cosy = 0, maka
x = nm,n € bilangan bulat

y = g + mm, m € bilangan bulat

selanjutnya dihitung nilai diskriminan

% f(x, .
A= gizy) = frx = —cosxsiny
*f(xy) :
= = = — SIn
3%y fay sinx cosy
% f(x, .
C =%= fyy = —cosxsiny

2
D=B*-AC= fxxfyy - (fxy)

= (—cosxsiny)? — (—sinx cosy)?
(skor 4)

Untuk cosx =siny =0,

D = (—cosxsiny)? — (—sinx cosy)?

(0)?2 — (—sinx cosy)?

—(—sinx cosy)?

-2 ... karena cos?x + sin’x =1
=-1<0

(skor 4)



Karena D < 0, maka semua titik saat cosx = siny =0
merupakan titik pelana.

Untuk sinx=cosy=0 , D= (—cosxsiny)?—
(—sinx cosy)?
= (cosx siny)? — (0)2
= (cos x siny)?

=(?%.........

karena cos?x + sin®x =1

=1>0

fxx = —cosxsiny untuk x = nm,n € bilangan bulat dan y =

g + mm, m € bilangan bulat.
(skor 2)

Sebagai catatan bahwa cos (nr) adalah
Bernilai 1 jika n anggota bilangan genap dan
bernilai —1 jika n anggota bilangan ganjil.
dan sin (g + mm) adalah

Bernilai 1 jika m anggota bilangan genap dan
bernilai —1 jika m anggota bilangan ganjil.

Hal ini dapat dinyatakan sebagai

cos (nm) = (—1)" dan sin (g +mn) = (-1)™

frx (nn,g + mn) = —cos (nm) sin (g + mﬂ)

= —(-U"=D"

— (_1)m+n+1

frx > 0 ketika (m + n) ganjil
frx < 0 ketika (m + n) genap

Oleh karena itu,

Untuk titik (nn‘,g + mn‘) dengan (m + n) ganjil, maka titik
tersebut merupakan titik minimum.

Untuk titik (m‘r,g + mn‘) dengan (m + n) genap, maka titik

tersebut merupakan titik maksimum.
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Untuk titik (g + nm, mn), maka titik tersebut merupakan

titik pelana.
(skor 5)

atau
Dengan kata lain, untuk batasan

0 <x <mdan —g <y< g, terdapat 5 titik kritis yaitu 2 titik

maksimum pada (O, g) dan (n, - g), 2 titik minimum pada

(0, — g) dan (n, g), dan 1 titik pelana pada (g, 0).

E. Terapan pada Geogebra (Mencari Titik Ekstrim Menggunakan
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Geogebra)

Kunjungi website geogebra https:\ \ www.geogebra.com,

pilih menu Calculators kemudian pilih 3D Calculator.

Start Calculator Math Resources

Recommended math resources:




Setelah memilih menu 3D Calculator, akan muncul

tampilan seperti di bawah ini :

Untuk menggambar grafik fungsi, ketik fungsi pada kotak
dibawah ini :

Ketik f(x,y) = 4x* + y*> — 8x + 4y, pada kotak di atas,
untuk mendapat turunan parsial dari fungsi tersebut ketik g(x,y)
= Derivative(f,x) dan h(xyy) = Derivative(f,y), untuk
mendapatkan solusi dari g(x,y)=0 ketik eql=solve(g(x,y)=0)
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didapat x=1, untuk mendapatkan Solusi dari h(x,y)=0 ketik
eq2=solve(h(x,y)=0) didapat y=-2 , untuk mendapatkan titik
ekstrim ketik C=(1,-2.f(1,-2)):

= bra 4 30 calculator ~

@ My =4F+y¥ —Bx—dy o~
ks slxy) — Derivative(,x)
= 8x-8
&

hx.y) ~ Derivative(f,y)

=2y 4

cql - Sohvelglx, y) - 0)
= {x=1}

€q2 = Solve(h(x, y) = 0)

= {y=-2}

=3 e

o
#
Q
Q




Sesudah mempelajari bab ini, cobalah melakukan refleksi

singkat agar Anda dapat menilai sendiri sejauh mana pemahaman

Anda terhadap materi yang dipelajari.

Berilah tanda centang (+”) pada kolom yang sesuai:

No | Pernyataan Refleksi Sudah | Belum

Saya sudah mengerti tujuan pembelajaran

1 . O O
pada bab ini.

5 Saya bisa menjelaskan pokok-pokok konsep 0 0
dengan jelas dan runtut.
Saya mampu memahami langkah-langkah

3 . a O O
dari contoh soal yang diberikan.
Saya dapat mengerjakan soal latihan tanpa

4 . S O O
harus melihat kunci jawaban.

5 Saya bisa menghubungkan materi ini dengan - -
contoh dalam kehidupan sehari-hari.

6 Saya merasa cukup siap mengikuti ujian atau 0 0
tes yang berkaitan dengan materi ini.

Petunjuk interpretasi:

Jika Anda memilih “Sudah” pada lima pernyataan atau lebih,

itu berarti pemahaman Anda terhadap materi cukup baik. Jika

belum, coba pelajari kembali bagian yang masih kurang dikuasai

dan mintalah bantuan dosen atau teman belajar.
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FORMULA DAN
DERET TAYLOR

Pendahuluan

Dalam pembahasan mengenai Formula dan Deret Taylor,
pembaca diharapkan dapat memahami serta menjelaskan
berbagai pengertian dan sifat-sifat yang berhubungan dengan
formula dan Deret Taylor. Adapun capaian pembelajaran
khusus setelah pembaca mempelajari bab ini, yaitu mampu:
1. Menjelaskan konsep Formula dan Deret Taylor;
2. Menentukan Formula Taylor.

Materi
1. Formula dan Deret Taylor
Formula Taylor derajat (n — 1) dengan suku sisa R,
dinyatakan dengan: fl@a+hb+k)=f(ab)+

2 3
(h;—x+k%)f(a,b) N (h%+k:—y) Flab) N (h’%+k;—y) f(ab)
1! 2! 3!
n—1
(h;—x+k%) Flab)
(n-1)! n

dengan

(hZ+k2) f(a+6hb+0k)
ox oy !

n!

R, =

dengan 0 < 6 <1 (Adams & Essex, 2010; Apostol, 1999;
Soedijono, 2008; Warsito, 2020).



Silahkan simak video mengenai Formula dan Deret

Taylor berikut.

a.

Video Deret Taylor
(Patrick J, 2012)
https:/ /www.youtube.com/watch?v=WKvB]dl1qrM

. Video Deret Taylor dan MacLaurin

https:/ / www.youtube.com/watch?v=dp2ovDuWhro
Video Deret Taylor dua variable
https:/ / www.youtube.com/watch?v=D8AjFhLhFvA

Contoh Formula dan Deret Taylor:

a.

Tentukan Formula Taylor fungsi f(x,y) = % di sekitar

titik (1, —1) dengann = 3

b. Jika diberikan fungsi f(x,y) = cosxy maka (h;—x+

k;—y)zf (1, —g) adalah ...

Pembahasan:
1 1. —
a. f(x'y):E:x 1y ! f(l,—1)=—1
ofr(xy) _ _ -2.-1 af(1,-1) _
ox oy ox =1
fxy) _ . -1,-2 af (-1 _ _
ay Y dy 1

of(L, -1 of(1,-1)
0x +k dy
=h(1)+k(-1)=h—-k

(haa—x+ kaa—y)f(l,—l) —h

%f(xy) _ 2531

dx? y

Ini merupakan turunan kedua dari fungsi f(x,y) =

1 . .
&’ yang diperoleh dengan cara menurunkan kembali

S Of(xy) 2 -1

fungsi === = —x"“y™" terhadap x. Karena pada soal
yang ditanyakan di sekitar (1, — 1), maka kita
substitusikan:
2*f (x,y) s 9Yf@-D

axz I d0x? =2
%f(xy) _ -2, -2

0xdy =Xy
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Ini merupakan turunan kedua dari fungsi f(x,y) = %,

. . Of(xy) _
yang diperoleh dengan cara menurunkan fungsi ——= =

—x~%y~! terhadap y. Karena pada soal yang ditanyakan di
sekitar (1, —1), maka kita substitusikan:

PfEy) _ -2,-2 Q-1 _
oxdy Y axdy
%f(xy) _ ~1..-3
dy? =2x y

Ini merupakan turunan kedua dari fungsi f(x,y) = %,

yang diperoleh dengan cara menurunkan fungsi Yep)

—x~1y~2 terhadap y. Karena pada soal yang ditanyakan di
sekitar (1, —1), maka kita substitusikan:

0*f(x,y) L1_s 0PF(L-D)
—— =2y Ty ————=—
dy? dy?
(h I 1l )2 ,-1) —hzazf(l'_1)+2hkazf(1'_1)
ox  dy S B dx2 dxdy
,0°f(1,-1)

+k 3y

= —2h? + 2hk — 2k?

af(x’y) — _x_ly_z

dy
0'f(1+ 6h,—1 + 6k
it ) —(1+6h) (=1 + 0k)™?
dy
_ -1
T (1+6h)1(-1+6k)2
0*f(x,y) 3 -
axz 227y
0°f(1+ 6h,—1+ 6k
f( 27 ) =2(1+6n)3(-1+6k)1

2
T (1+6h)3(-1+6k)



93 \ -4 —
g}(;y) = —6x 4yt
0°f(1+6h,—1+6k) -6
dx3 (1 +6h)4(—1+ 6k)
3f(xy) _ x—3y—2
ax29y y
63f(1+9h,—1+9k) B -2
dx2dy ~ (14 6h)3(—1+ 6k)?
3Prxy) _ x—2y-3
axdyz y
63f(1+9h,—1+9k) B -2
dx0y? (14 6h)2(—1+ 60k)3
Bfy) _ L 1. -4
ay3 - 6x y
O*f(1+6h,—1+6k) -6
dy3 (1 +6h)(~1 + 6k)*
d d
(ha—+k ) FOL+ 0k, —1+ 0k)
L 0%f(146h,—1+6k) —6h%k
1+ 6n*(=1+0k) (1 +6h)3(—1+ 6k)?
—6hk? —6k3

T AT o1+ 007

a 3
(ha—+k

—6h3

(1+ 0R)(—1 + 6k)*

9
) F(1+ 6k, —1+ 6k)

—6h%k

CEYDESEYDM

—6hk?

(1 + 6h)3(—1 + Ok)2
—6k3

T A renz(—1+ ok

(1+6R)(—1 + 0k)*

_ —6[n2(—140k)?+k%(1+01)?][h(-1+6k)+k(1+6h)]

(1+6h)*(—1+6k)*
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Dengan demikian, formula Taylor fungsi f(x,y) = ~

xy
di sekitar titik (1, —1) adalah
1 -1t k)+—2h2+2hk—2k2+R
1+h)(1+k) 2 3

=—-1+(h—k)— (h* —hk + k*) +R;

dengan suku sisa
(hZ+k2) F(1+6h—1+0k
o =tk f( , = )
s =

3!

_ —[r?(=14+60)2+Kk2(1+6n)?]|[n(-1+6k)+k(1+6h)]
- (1+6h)*(—1+6k)*

) 3\?2 T
f(x,y) = cos xy maka (ha_x-'_kE) f(l,—;) =
f(x,y) = cosxy

f(l,—%) = cos (1 X —g) =cos(—90)=0
%= —ysinxy
of (1,-%)

o z (—g)sin(lx—g)

(— g) sin(—=90) = (— g) x—-1= g

0fC.y) _ —x sinxy
ay

w = (~1)sin(1x-7)
= (=Dsin (-90) = (1) x -1 =1

02;(:;.3/) = —y2 cosxy

92 ’_E 2 2

% = _ (— %) cos (1 X —g) =- (g) cos(—90)
=_ (g)z x0=0

az%g;]y) = —1(sinxy) + (y cosxy) (—y)

= —sinxy — y% cos xy



o%f (1,-%)

= —sinxy — y? cos xy

0xdy
(%)~ (-2 w1
— sin(—90) — (g)z cos(—90)
-1-() ©-1
9*f(x,y) = —x?% cosxy
dy?
azf(g}ll'z_ E) = —(1)% cos (1 X _g)

= —cos (—90) =0

d a\°
(h5e+kay) 7 (1-3)
a%f(1,-= a%f(1,-=
=h2< (gxz 2)>+2hk< B(x(?y 2))

k2 (azfg;l/,z— E))

= h?(0) + 2hk(1) + k2(0) = 2hk
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C. Rangkuman

D. Latihan/Tugas
Silahkan kerjakan latihan berikut untuk melihat sejauh
mana Anda menguasai materi.
1. Tentukan Formula Taylor orde tiga untuk fungsi f(x,y) =
cos x cos y di sekitar titik (0,0). (skor 50)
2. Tentukan Formula Taylor fungsi f(x,y) = x* + y* di sekitar
titik (1,1) dengan n = 3. (skor 50)

Pembahasan:
1. Deret Taylor orde tiga dari
f(x,y) =cosx-cosy
di sekitar titik (0,0).

Langkah 1: Rumus Umum Deret Taylor Dua Variabel
Untuk fungsi f(x,y), Deret Taylor di sekitar (0,0) hingga

orde tiga adalah:

f@y) = £(0,0) + £:(0,0)x + £,(0,0)y + 5 [£x(0,0)x2 +

2£y (0,0)xy + £y (0,0)y] + - [funx (0,0)2° + 3fr (0,0)2%y +

3feyy (0,0)x¥? + £, (0,0)y°].
(skor 10)
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Langkah 2: Hitung Turunan Parsial

Fungsi:
f(x,y) =cosx-cosy
Orde 0:
f(0,0) =cos0-cos0 =1
Orde 1:
fx = —sinxcosy = £,(0,0) =0
fy = —cosxsiny = £,(0,0) =0
Orde 2:
fxx = —cosxcosy = f,,(0,0) = -1
fxy =sinxsiny = f,,,(0,0) =0
fyy = —cosxcosy = f,,(0,0) = -1
Orde 3:
frxx =sinxcosy = f,,,(0,0) =0
fexy = cosxsiny = f,,,(0,0) = 0
feyy = cosxsiny = f,,(0,0) =0
fyyy = cosxsiny = f,,,(0,0) =0
(skor 10)

Langkah 3: Susun Deret Taylor hingga Orde Tiga
Gunakan hasil di atas:

1 1
f(xJ’)%1+0-x+0-y+5(—1)x2+E(—1)y2+0.xy+0

x3+0-x%y+0-xy*+0-y3
Jadi:

2

fy) ~1-= -

v
2 2

(skor 10)

Tapi kita ingat bahwa ekspansi orde tiga mencakup
semua suku dengan total derajat < 3, termasuk interaksi dari
suku lebih tinggi yang berasal dari ekspansi penuh (misalnya
saat f(x,y) ditulis sebagai deret dari hasil kali cosx dan

cosy).
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Jadi, kita ambil Deret Taylor dari:

x%  x*
:1__ —_— e
Ccosx 2 +24
2 4
y y
=1—-2—47_ —...
cosy > +24

Kalikan keduanya:
X2 2
fe,y)=0Q- ?)(1 - ?) + (suku orde lebih tinggi)

_ _ﬁ B ﬁ x2y2
=1 2 2 4
(skor 20)
Jawaban Akhir
X2 y? x2y?
fay)=l-—->+—

Ini adalah ekspansi Taylor orde tiga
f(x,y) = cosx - cos y di sekitar titik (0,0).

dari



Sesudah mempelajari bab ini, cobalah melakukan refleksi

singkat agar Anda dapat menilai sendiri sejauh mana pemahaman

Anda terhadap materi yang dipelajari.

Berilah tanda centang (+”) pada kolom yang sesuai:

No Pernyataan Refleksi Sudah | Belum

Saya sudah mengerti tujuan pembelajaran

1 . O O
pada bab ini.

5 Saya bisa menjelaskan pokok-pokok konsep 0 0
dengan jelas dan runtut.
Saya mampu memahami langkah-langkah

3 . a O O
dari contoh soal yang diberikan.
Saya dapat mengerjakan soal latihan tanpa

4 . S O O
harus melihat kunci jawaban.

5 Saya bisa menghubungkan materi ini dengan - -
contoh dalam kehidupan sehari-hari.

6 Saya merasa cukup siap mengikuti ujian atau 0 0
tes yang berkaitan dengan materi ini.

Petunjuk interpretasi:

Jika Anda memilih “Sudah” pada lima pernyataan atau lebih,

itu berarti pemahaman Anda terhadap materi cukup baik. Jika

belum, coba pelajari kembali bagian yang masih kurang dikuasai

dan mintalah bantuan dosen atau teman belajar.
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INTEGRAL FUNGSI
BERNILAI VEKTOR

Pendahuluan

Dalam kajian matematika, khususnya pada kalkulus
multivariat, tidak semua fungsi menghasilkan bilangan real
sebagai keluarannya. Pada beberapa kasus, hasil dari suatu
fungsi dapat berupa vektor, yang kemudian disebut sebagai
fungsi bernilai vektor. Fungsi ini memiliki peranan penting
dalam berbagai bidang terapan, seperti fisika (misalnya pada
konsep medan gaya dan kecepatan), rekayasa, serta ilmu
komputer. Pemahaman mengenai sifat, bentuk representasi,
serta contoh fungsi bernilai vektor menjadi dasar yang
diperlukan sebelum mempelajari konsep-konsep lanjutan dalam
kalkulus vektor.

Setelah mempelajari materi mengenai fungsi bernilai
vektor, mahasiswa diharapkan memiliki kemampuan untuk:

1. Menjelaskan definisi serta bentuk umum fungsi bernilai
vektor dalam ruang dua dan tiga dimensi.

2. Mengidentifikasi komponen-komponen fungsi bernilai
vektor sekaligus menggambarkan representasinya secara
geometris.

3. Melakukan operasi dasar pada fungsi bernilai vektor, seperti
penjumlahan, perkalian dengan skalar, serta turunan fungsi.

4. Menganalisis sifat dan perilaku fungsi bernilai vektor pada
kasus pergerakan benda, medan vektor, atau lintasan kurva
dalam ruang.



5. Menyelesaikan persoalan yang berhubungan dengan fungsi
bernilai vektor beserta penerapannya dalam ilmu
pengetahuan dan teknik.(Ariawan & Zetriuslita, 2023).

B. Materi
1. Pengertian Fungsi Bernilai Vektor
Fungsi bernilai vektor merupakan fungsi yang
menerima bilangan real atau vektor sebagai (input)-nya, dan
menghasilkan vektor sebagai keluarannya (output). Secara
umum, fungsi bernilai vektor dari satu peubah real dapat
dinyatakan sebagai:

() = (f(©), (), h())

dengan f(t),g(t),h(t) adalah fungsi-fungsi skalar dari
peubah real t, dan 7#(t) adalah vektor dalam R® (Marsden &
Tromba, 2012). Jika hanya dua komponen, maka #(t) € R%.

2. Contoh Fungsi Bernilai Vektor
a. Fungsi dalam R?

#(t) = (cost,sint)
Fungsi ini menggambarkan lintasan melingkar pada
bidang xy dengan jari-jari 1 (Dawkins, 2025).
b. Fungsi dalam R?
7(t) = (t,t%t%)

Fungsi ini menggambarkan lintasan kurva di ruang tiga
dimensi.

3. Operasi pada Fungsi Bernilai Vektor
Beberapa operasi penting:
a. Penjumlahan:

7 (0) + () = (f1(0) + (0, g1 (©) + g2(6), hy () + h2 (D))

b. Perkalian Skalar:
Jika c adalah skalar, maka

¢ 7(t) = {cf (1), cg(t), ch(t))
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c. Turunan:
Turunan dari fungsi vektor dilakukan secara komponen
demi komponen:
r(®) = {f'(©), g'(6), ' (D))
4. Aplikasi

Fungsi bernilai vektor sering digunakan dalam:

a.

b.

Fisika: digunakan untuk merepresentasikan posisi,
kecepatan, maupun percepatan suatu partikel.

Grafika komputer: dimanfaatkan dalam pemodelan
gerakan serta lintasan objek.

Medan vektor: berfungsi untuk menggambarkan sebaran
arah dan besarnya gaya di dalam ruang.

Contoh Soal:

a.

Diberikan fungsi vektor 7(t) =(2t,3sint,In(t+1)) .
Tentukan nilai 7(0).

. Diberikan fungsi vektor 7(t) = (t3,et,cost)

Tentukan turunan pertama r”'(t) dan evaluasi pada t = 0.

Pembahasan:

a.

b.

Substitusikan t = 0 ke dalam masing-masing komponen:
#(0) = (2(0),3sin(0),1n(0 + 1)) = (0,0,In(1)) = (0,0,0).
Turunkan masing-masing komponen terhadap t: 7'(t) =

L3y Lety & — (32 ot — i

(; (£7),7; (e5), ; (cos t)) = (3t%, e, —sint)
Evaluasi di t =0:

7'(0) =(3(0)?% e° —sin(0)) = (0,1, 0)



C. Rangkuman

D. Latihan/Tugas
Silahkan kerjakan latihan berikut untuk melihat sejauh
mana Anda menguasai materi.
1. Diberikan fungsi 7#(t) = (cost,sint, t)
a. Hitung turunan pertama r”'(t).
b. Tentukan nilai r”'(1t/2).
(skor 25)

2. Jika 7(t) = (t?,2t, 3 ), tentukan:
Panjang vektor kecepatan |7(t)| pada t = 1.
(skor 25)

3. Jika #(t) = (sint,cost,t ), hitung panjang vektor kecepatan
[7(t)| saat t = m.
(skor 25)

4. Sebuah partikel bergerak mengikuti lintasan yang diberikan
oleh #(t) =(t?2t,3) . Tentukan posisi, kecepatan, dan
percepatan partikel pada t = 1.

(skor 25)

Pembahasan:
1. Diberikan fungsi vektor:

7(t) = {cost,sint,t)
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a. Hitung Turunan Pertama 7(t)
Turunan dari fungsi vektor dilakukan komponen
per komponen:

d . d )
7(t) = (—cost dtsmt,Et)—(—smt,cost,l)

(skor 10)
b. Evaluasidit = TZ—I
=7 4 — : T T =
7 (E) = (—sin (E),COS(E),1> =(-10,1)
(skor 15)

Jawaban Akhir:
7'(t) = (—sint,cost, 1)

=/ T[
r (E) =(—1,0,1)

. Diberikan fungsi vektor:
7(t) = (t?,2t,3)

a. Hitung Vektor Kecepatan 7'(t)
Turunan komponen per komponen'

() = (—(t Vs (Zt) (3)) (2t,2,0)
(skor 10)

b. Evaluasidit=1
7'(1) = (2(1),2,0) = (2,2,0)
(skor 10)

c. Hitung Panjang Vektor Kecepatan
| #(1) =22+ 22+ 02 =V4+ 4=+8=2V2
(skor 5)

Jawaban Akhir:
| 7(1) 1= 2v2

Ini adalah panjang (magnitudo) vektor kecepatan pada t = 1.



3. Untuk menghitung panjang vektor kecepatan |r”'(t)| dari
vektor posisi:

7(t) = (sint,cost,t)

Langkah-langkah:
Turunkan 7(t) terhadap t untuk mendapatkan vektor
kecepatan:

7'(t) = (cost,—sint, 1) . (skor 10)

Panjang vektor kecepatan (magnitudo) diberikan oleh:
| #(¢) |= y/cos?t + (—sint)? + 12 . (skor 10)

Sederhanakan:
| #(t) 1= Vcos?t + sin?t + 1 =1+ 1 = V2. (skor 5)

Jadi, panjang vektor kecepatan saat t = m adalah:
| 7'(m) 1= V2
Jawaban akhir: V2

4. Diberikan:
7(t) = (t?, 2t, 3)
a. Posisi padat=1:
7(1) = (1%, 2(1), 3) =(1, 2, 3) . (skor 8)

b. Kecepatan v(t) = 7'(t):
Turunan terhadap t:

. d d d
B(O) = (o (£), 7 (20, - (3) = (2,2,0)
Padat = 1:
v (1) =(2(1),2,0) = (2,2,0)
(skor 8)

c. Percepatana’ (t) = v”'(t) =r""(t):
Turunan kecepatan terhadap t:

i) = (& 2 d 2 d 0)) =(2,0,0
Q(6) = (7 (26), 7 (2,7 (0)) = (2.00)
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Padat = 1 (tetap sama):
a(l) =(2,0,0)
(skor 7)

Jawaban akhir:

a. Posisi: 7(1) =(1, 2, 3)

b. Kecepatan: #(1) = (2, 2, 0)
c. Percepatan: d(1) =(2, 0, 0)



Sesudah mempelajari bab ini, cobalah melakukan refleksi

singkat agar Anda dapat menilai sendiri sejauh mana pemahaman

Anda terhadap materi yang dipelajari.

Berilah tanda centang (+”) pada kolom yang sesuai:

No Pernyataan Refleksi Sudah | Belum

Saya sudah mengerti tujuan pembelajaran

1 . O O
pada bab ini.

5 Saya bisa menjelaskan pokok-pokok konsep 0 0
dengan jelas dan runtut.
Saya mampu memahami langkah-langkah

3 . a O O
dari contoh soal yang diberikan.
Saya dapat mengerjakan soal latihan tanpa

4 . L O O
harus melihat kunci jawaban.

5 Saya bisa menghubungkan materi ini dengan - -
contoh dalam kehidupan sehari-hari.

6 Saya merasa cukup siap mengikuti ujian atau 0 0
tes yang berkaitan dengan materi ini.

Petunjuk interpretasi:

Jika Anda memilih “Sudah” pada lima pernyataan atau lebih,

itu berarti pemahaman Anda terhadap materi cukup baik. Jika

belum, coba pelajari kembali bagian yang masih kurang dikuasai

dan mintalah bantuan dosen atau teman belajar.
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INTEGRAL LIPAT
DUA

Pendahuluan

Pada bagian ini akan dibahas konsep dasar mengenai
integral lipat dua, cara menghitung nilai integral ganda, serta
penerapannya pada fungsi yang terdefinisi di suatu daerah
tertentu. Sebelum mendalami topik ini, disarankan Anda sudah
memahami materi tentang transformasi koordinat, baik dari
sistem koordinat Cartesius ke koordinat polar, maupun ke
sistem koordinat silinder dan bola. Setelah mempelajari materi
ini, capaian pembelajaran yang diharapkan adalah:
1. Mampu mendeskripsikan pengertian integral lipat dua;
2. Terampil dalam menyelesaikan perhitungan integral lipat

dua.

Materi
1. Integral Lipat Dua
Penjelasan mengenai integral lipat dua dimulai dengan

integral Riemann (Purcell & Varberg, 1987). Dalam integral
Riemann, untuk fungsi satu peubah membentuk suatu partisi
P dari selang [a, b] menjadi beberapa selang bagian yang
panjangnya Ax,, k = 1,2, ...,n, kemudian mengambil sebuah
titik dari selang bagian ke- k sehingga diperoleh

lim

b n
[ redx= ) D £ ax
a k=1



Untuk mendefinisikan integral lipat dua, akan
digunakan penulisan yang sama dengan penulisan integral
tentu untuk satu peubah seperti di atas.

Jika R merupakan suatu persegi panjang dengan sisi-
sisi sejajar sumbu-sumbu koordinat, yaitu:

R={(x,y):a<x<bc<y<d}

A\ <

A4
X R. g

Persegi panjang R kita partisi dengan garis bantu yang
sejajar sumbu x dan sumbu y menjadi persegi panjang
sebanyak n buah yang ditunjukkan dengan R; dimana k =
1,2, ..., n. Panjang sisi-sisi R), adalah Ax;, dan Ay,. Luas A4, =
Ax Ay,

Ambil sebuah titik (X, ¥,) pada R, . Bentuk
penjumlahan Riemann jika f(x,y) = 0 yang berpadanan
dengan jumlah volume dari n kotak adalah
Yi=1f (%, Vi) AAg. Buat semua Rj, menjadi lebih kecil dengan
cara membuat partisi yang semakin halus sehingga akan kita
peroleh konsep integral lipat dua.
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Volume ; LA

=f (5, FIAA, Ay 5%
H

H

7 i |
| 7 4 /
AN 71! { P
o / ke 7
Ky R /

R, *x

|P| merupakan panjang diagonal terpanjang dari
setiap persegi panjang bagian dalam partisi.

. Definisi

Andaikan f suatu fungsi dua peubah yang terdefinisi
pada suatu persegi panjang tertutup R . Jika
| Plllﬁ 0 Yr=1 f(X, ¥,) Ax),  ada, kita katakan f dapat
diintegralkan pada R.

JI Rf(x,y) dA, yang disebut integral lipat-dua f pada R,
dinyatakan dengan

([ roman= im0 rson,
R k=1

Jika f(x,y)=0, maka [[ f(x,y)dA menyatakan
volume benda pejal di bawah permukaan z = f(x,y) dan di
atas persegi panjang R.

. Sifat-Sifat Integral Lipat Dua

Sifat-sifat yang dimiliki integral lipat dua hampir
semua sama dengan sifat integral tunggal, yaitu:
a. Bersifat linear, yakni:

ﬂka(x,y)dA = kﬂRf(x,y)dA
ﬂR[f(x,J’)+g(x,y)]dA =ﬂRf(x,y)dA+ng(x,y) dA



b. Bersifat aditif pada persegi panjang yang saling
melengkapi pada suatu ruas garis.

fo(x,}’)dA =fR f(x,y)dA +-UR g(x,y) dA

c. Sifat pembandingan berlaku. Jika f(x,y) < g(x,y) untuk
semua (x,y) di R, maka

| fR feuydas | fR g, y)dA

. Perhitungan Integral Lipat Dua
Jika f(x,y) =1 pada R, maka integral lipat dua
merupakan luas R sehingga

ﬂ%m=kﬂum=mm)
R R

05,jika0<x<40<y<1
flx,y) =<15,jika0<x<41<y<3
2,jika0<x<43<y<4

Contoh.

dan daerah R ={(x,y)|0 < x < 4,0 <y <4}

Tentukan [[ f(x,y)dA.

Pembahasan:
Karena fungsi bernilai konstan pada tiap pita
horizontal, integral ganda pada R dapat dihitung dengan
menjumlahkan kontribusi tiap pita (nilai fungsi x luas pita).
a. Pita pertama: 0 <y <1 lebar di arah x adalah 4, tinggi
pita =1, luas = 4. Kontribusi: 0,5 x 4 = 2.

b. Pita kedua: 1 <y < 3 lebar di arah x adalah 4, tinggi pita
= 2, luas = 8. Kontribusi:1,5 x 8 =12.

c. Pita ketiga: 3 <y < 4 lebar di arah x adalah 4, tinggi pita
=1, luas = 4. Kontribusi:2 x 4 = 8.

Jumlahkan semua kontribusi:
[, fG,y)dA=2+12+8 =22,
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Jika ingin ditulis sebagai integral iteratif, maka:
4 r1 4 3 4 r4
JI.fCoy)dA =[] [;05dydx+ [ [ 1,5dydx + [ [, 2dydx

Ji Jy 0.5 dydx = [[05y1=5 dx = [,'0,5 (1—0)dx =0,5(4-0)=2.

f: f13 1,5 dydx = f:[l,Sy];:i dx = f: 1,5 (3 — 1)dx = f043 dx
=3x4=12

[} 2 dydxe = [T2yP2idx = [}2 (4-3)dx = [ 2dx =2 x
4=8

[, fey)dA=2+12+8=22.

C. Rangkuman

D. Latihan/Tugas

86

Silahkan kerjakan latihan berikut untuk melihat sejauh

mana Anda menguasai materi.

1.

Hitung fol I 12 x?y dydx. (skor 20)

2. Hitung f03 f;_3(4 — 2xy) dxdy. (skor 20)
3.
4. Hitung [[ (x +y)dA; D daerah yang dibatasi oleh y =

Hitung f; flz (x? + y*) dxdy. (skor 20)

x?%,y = —x dan x = 2. (skor 20)
Hitung volume benda yang dibatasi oleh 3x +2y +2z=
12,0 <y < —2x+6;0 < x < 4 0 < z < 2. (skor 20)



Pembahasan:
1. fol flzxzydydx = fol[éxzyz] ﬁ dx
= [IG2 @) - G ()2 ()2 dx
= f01[2 x? —%xz] dx
13 ,

=Jo 5% dx

-]
1

=2(1)* - 0 = 5. (skor 20)

3 (0 3 0
2. fy_3(4—2xy) dxdy = [, [4x — x?y] y_3dy
3
- [10-Go-3-0-3idy
0
3
=f [—4y + 12+ y3 — 6y% + 9y] dy
03
=f [12 + y3 — 6y? + 5y] dy
0
1 5 .13
_ N 3 a2
—12y+4y 2y +2y |O

1 5
=1203) + 73" —2(3)° +53)’
45

—36+81 54 +
B 4 2

81+90
=-18+

17172
4

99
= - (skor 20)
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3. f: flz(x2 +y?) dxdy = f24[§x3 + xy?] i dy ==.
(skor 20)
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4. D adalah daerah yang dibatasi oleh:

a. y=x?
b. y=—x
c. x=2

Langkah 1: Gambar & Pahami Daerah D
Kurva-kurva:

a. y = x? — parabola terbuka ke atas

b. y = —x — garis lurus miring ke bawah
c. x =2 — garis vertical

Cari titik potong y = x> dany = —x:

xl=—x=2x(x+1)=0=>x=0, -1
Jadi:
a. Titik potong antara parabola dan garis: x = —1 danx = 0
b. Batas x dari daerah: dari x = —1 sampai x = 2
Untuk masing-masing x, kurva bawah: y = x?, atas:
y = —x (karena x* < —x di daerah tersebut).

Langkah 2: Nyatakan sebagai integral iterasi

ff(x+y)dA— J J(x+y)dydx

x=—1y=x2

Langkah 3: Hitung integral dalam (terhadap y)

-x -x -x
f(x+y)dy=fxdy+fydy
y=x2 X2 x2

Hitung masing-masing;:

f_zxxdy=x(—x—x2)—x(—x— 2y = —x2 — x3
[Zydy=[%] o =52 (’“2) =Tz
Jumlah:
fx_zx(x+y)dy=—xz—x3+xz—2—"2_4=_"2_2_363_962_4



Langkah 4: Integrasi luar (terhadap x)

2
2 4

J‘ x s _ X
(g p)d=
x=-1
= —%f_zlxzdx - f_21x3dx —%f_zlx‘*dx
Hitung masing-masing:

2 2gy =[] 2 Z28_(_Y)_2_
a. f—lx dx_[s]—l_s ( 3)_3_3

1

b. f_21x3dx=[2—4]_ ===

17 4 4 4

o favaes[] 42 (-) =2

Langkah 5: Gabungkan semuanya

1 15 1 33 3 15 33
R OEE-EEE TSR -
2 4 25 2 4 10
30 75 66 171
20 20 20 20
(skor 20)

Jawaban Akhir: — %

. Untuk menghitung volume benda yang dibatasi oleh:
Bidang: 3x + 2y +z = 12 — atau z = 12 — 3x — 2y
Batas bawah dan atas pada z: 0 < z < 20

Daerah proyeksi pada bidang xy:

0<x<40
3
0Sys<-—-x+6

Langkah 1: Identifikasi batas integrasi
Batas integrasi pada:
x € [0,4]
Untuk setiap x,y € [0, — gx + 6]
Untuk setiap (x,y), z € [0,min (2, 12 — 3x — 2y)]

Tapi soal membatasi z dari bawah ke atas:
Bawah: z =0
Atas: bidang z = 12 — 3x — 2y, dibatasi pula oleh z = 2
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Jadi, untuk setiap (x, ¥), nilai maksimum z adalah:

Zmax = min(12 — 3x — 2y, 2)

Langkah 2: Tentukan daerah proyeksi R di bidang xy
Dari:
x € [0,4]

3
Yy E [0,—§x+6]

Itu adalah daerah segitiga dalam koordinat xy. Mari kita
pakai batas ini dalam integrasi.

Langkah 3: Tentukan volume dengan integral
Kita akan menghitung volume:

min (2,12-3x-2y)
V= jf f dz dy dx
R z=0

Kita perlu membagi daerah menjadi dua:
Karena fungsi batas atas z = 12 — 3x — 2y bisa lebih besar
atau lebih kecil dari 2, kita harus cari:

3
12—3x—2y=2$3x+2y:10zy:_§x+5

Daerah dibagi menjadi:

Bagian 1: di bawah y = —zx +5Y 2 Zpa =2

Bagian 2: antara y = —%x +5dany = —%x +6 = Znux
=12 -3x -2y

Langkah 4: Tulis integral sebagai jumlah 2 bagian
a. Bagian1 (z = 0 sampai 2)
Daerah:
x €[0,4]

3
Yy E [0,—Ex+5]



Volume:

4—%x+5 2 —%x+5
=J-J- fdzdydx—ff 2 dydx
0 0 0

Hitung integral dalam:
[f2(-3x+8)ydx=2f)(-ix+5)dx=2[-x?+
Sx]g = 2(—%(16) +20=2(-12+20) =2(8) = 16

. Bagian 2 (z = 0 sampai 12 — 3x — 2y)

Daerah:
x € [0,4]
€ 3 +5 3 +6
yEl[-5x+5 —Zx+6]
Volume:
= [ f3"+6f“ %2 47 dy dx

x+5

Hitung integral dalam:
[T dz =12 -3x - 2y
Sehingga‘

f f 2 (12 —3x — 2y)dy dx

Hitung integral dalam:

[ 3,502 =3 ~2y)dy = (12 = 3)y ~ ¥° "

Dengan:

Yo = — zx +6

Y1 = _Ex +

Selisih y, —y; = 1, interval kecil, jadi ekspresi cukup
sederhana:

hitung total:

1) a=-3x+5
2

2) b=-3x+6
2
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b
1(12 —3x—2y)dy = (12 = 3x)(b — a) — (b? — a?)

Karena:
b—a=1
b*—a*=(b-a)b+a)=1-(a+b)=a+b

Jadi:
b

J-(lz —3x—2y)dy = (12 - 3x)(1) — (a + b)
a
=12 —3x — (=3x + 11)
=12-3x+3x—-11=1
Jadi:
V= [fldx=[x]¥ =4
2 0 0

Langkah 5: Jumlahkan Volume

V=V, +V,=16+4 =20
(skor 20)
Jawaban Akhir: 20 satuan volume

E. Terapan pada Geogebra
Langkah-langkah di GeoGebra:
1. Buka: https:/ /www.geogebra.org/3d

2. Masukkan fungsi permukaan:

fx,y) =xy
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= GeoGebra Calculator Suite 4 30 Calcuiator ~

<

® flxy)=xy H o a
B
; +
@
Q
Q
a8

. Buat permukaan di atas daerah:
Surface(xy, x,0,2,y,0, 3)

. (Opsional) Tambahkan garis batas daerah:
Polygon((0,0,0), (2,0,0), (2,3,0), (0,3,0))

= GeoGebra Calculator Suite & 30 Cakculator ~

< R o

flx,y) = xy i Lal L
'}
& = Segment((0, 0, 0), (2} 9,
&
h = Segment((2, 0, 0), (2% 3,
1
| = Segment((2, 3, 0),(0.}
§ = Segment((0, 3, 0), (0}
3
al = Polygon((0, 0, 0),(£ 0,
, Q
Q

. Tambahkan titik-titik atau label:

A=(0,0,0)
B=(20,0)
C=(23,0)
D=(0,3,0)
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3 geogebraorg

GeaGebra Calculator Suite

i = Segment((2, 3, 0),(4 3

j = Segment((0, 3, 0),(4 0

ql = Polygon((0, 0, 0]

® A=(0.00

® B=(200

C=(23.0)

@ 0-(030

& 30 Calcutator

s

]

L L »




Sesudah mempelajari bab ini, cobalah melakukan refleksi

singkat agar Anda dapat menilai sendiri sejauh mana pemahaman

Anda terhadap materi yang dipelajari.

Berilah tanda centang (+”) pada kolom yang sesuai:

No | Pernyataan Refleksi Sudah | Belum

Saya sudah mengerti tujuan pembelajaran

1 . O O
pada bab ini.

5 Saya bisa menjelaskan pokok-pokok konsep 0 0
dengan jelas dan runtut.
Saya mampu memahami langkah-langkah

3 . a O O
dari contoh soal yang diberikan.
Saya dapat mengerjakan soal latihan tanpa

4 . S O O
harus melihat kunci jawaban.

5 Saya bisa menghubungkan materi ini dengan - -
contoh dalam kehidupan sehari-hari.

6 Saya merasa cukup siap mengikuti ujian atau 0 0
tes yang berkaitan dengan materi ini.

Petunjuk interpretasi:

Jika Anda memilih “Sudah” pada lima pernyataan atau lebih,

itu berarti pemahaman Anda terhadap materi cukup baik. Jika

belum, coba pelajari kembali bagian yang masih kurang dikuasai

dan mintalah bantuan dosen atau teman belajar.
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BAB
INTEGRAL LIPAT

TIGA

A. Pendahuluan

Bab ini membahas tentang integral ganda, dengan fokus
utama pada integral ganda tiga. Untuk memahami materi ini
dengan baik, Anda sebaiknya telah menguasai konsep integral
satu variabel serta integral ganda dua.

Setelah mempelajari bab ini, pembaca diharapkan dapat
menjelaskan konsep serta sifat-sifat yang berkaitan dengan
integral ganda tiga. Capaian pembelajaran khusus dari materi ini
meliputi:

1. Mampu mendefinisikan pengertian integral lipat tiga.
2. Terampil dalam menghitung nilai integral lipat tiga.

B. Materi
1. Integral Lipat Tiga
Bentuk Umum Integral Ganda Tiga

ﬂ-Rf(x,y,z)dv

Merupakan suatu fungsi tiga variabel dalam daerah
tertutup yang terdiri dari titik-titik (x,,z) dan volumenya V
(Soedijono, 2008; Warsito, 2020). Dalam hal ini, f(xy,z)
bernilai tunggal dan kontinu.
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Integral Ganda Tiga dalam Koordinat Kartesius
dinyatakan dengan

z2=b y;=y(2) rx2=x(y.2)
ff f(x,y,z)dv =f f f f(x,y,z)dxdydz
R z1=a

y1=y(2) “x1=x(y,2)

_ (v2=b (z2=2(y) (xp=x(z)
= Jyiza Seme0) Jeimrayy £ 0y D)dlxdzdy

— fZle:ab fxz=x(z) fJ'z=y(x,z) f (x, y, Z)dydxdz

x1=%(2) “y1=y(x.2)

= f;lz:b ) 72=2(X) (¥2=x(20) f(x,y,z)dydxdz

a Yz1=z(x) Jy1=x(zx)

X2=b (¥2=y(x) rz2=z(y.x)
fff f(x,y,z)dv =J J f f(x,y,z)dzdydx
R x1=a Yy;=y(x) Jz1=z(yx)

_ (V2=b (%2730 (22=2(x)
~fyima Jeima) Jei=atuy) £ 0y D) dzdxdy

Contoh Soal
Tentukan [ff (x> +y)dV dengan R adalah kotak R =
{(0,y,2;-1<x<1,0<y<20<z<13

Penyelesaian:

ﬂR(x2 +y)dV = L:_ino L:O(xz + y)dzdydx

Integrasi terhadap z

fol(x2 +y)dz= (x*+y).1=x*+y

Integrasi terhadap y

foz(x2 +y)dy = [xzy +%y2]z =x22 +%.4 =2x2+2
Integrasi terhadap x

f_11(2x2 +2)dx = 2 f_ll x%dx + 2 f_ll 1dx

karena x* genap, f_ll x%dx =2 fol x%dx = 2% =§

f_ll ldx =2

Sehingga, 22422=244=24221
3 3 3 3 3

Jadi, [ff,(x* + y)dV = 13—6
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C. Rangkuman

D. Latihan/Tugas
Silahkan kerjakan latihan berikut untuk melihat sejauh
mana Anda menguasai materi.
1. Tentukan [ff,dV dengan R adalah benda kurva yang
dibatasi oleh persamaan x +y + z = 1 pada oktan I. (skor
25)
2. Integral [ff, (x + 2y + 3z)?dxdydz dengan W adalah kotak

[0,1]x[~,0] x [0,5] adalah .... (skor 25)

3. Nilai dari f01 ff foy xyz dz dy dx adalah .... (skor 25)
Diketahui B adalah kotak B = {(x,y,221 <x<2,0<y <
1,0 < z < 2}, nilai dari [ff, x*yz dV adalah .... (skor 25)

Pembahasan:
1. Untuk menyelesaikan integral tiga lipat berikut:

ffRdv

dengan R adalah bagian dari ruang di oktan I yang dibatasi
oleh bidang x + y + z = 1, kita akan:
a. Memahami batas daerah

Oktan I artinya semua variabel x,y,z = 0.

Batas atasnya adalah bidang x +y +z = 1.
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Maka R adalah tetrahedron di dalam kubus satuan yang
dibatasi oleh bidang tersebut. (skor 15)

b. Menentukan batas integral
Kita gunakan urutan integrasi dz dy dx:
x dari 0 sampai 1
untuk setiap x, y dari 0 sampai 1-x
untuk setiap x, y, z dari 0 sampai 1 —x —y
Jadi integralnya menjadi:
fol fol_x fol_x_y 1dzdydx = % . (skor 10)
Jadi, volume benda yang dibatasi oleh x +y +z =1 di

oktan pertama adalah % satuan volume.

2. Kita diberikan sebuah integral tiga lipat:
fff (x + 2y + 32)%dxdydz
w
dengan domain W berupa kotak:
w=1[01 x[ 10]>< 01
- [ ) ] 2! [ '3]

Langkah-langkah:

Fungsi yang diintegrasikan adalah (x + 2y + 3z)%,
yang merupakan polinomial kuadrat dalam tiga variabel.
(skor 15)

Karena domain W berbentuk kotak (batas tetap dan
tidak tergantung variabel lain), kita bisa lakukan integrasi
secara langsung dengan urutan apa pun. Misalnya, urutan
dxdydz.

Hasil dari integral tiga lipat tersebut adalah:

w = [0,1] x [—— 0] [0] . (skor 10)

Jadi, nilai integralnya adalah % satuan volume.

99



100

3. Kita diberikan integral tiga lipat bertingkat:

fol fxﬁ JJ xyz dz dy dx

Langkah-langkah:

a. Urutan integrasi: dari dalam ke luar adalah dz, lalu dy,

lalu dx.

b. Fungsi yang diintegrasikan adalah xyz , jadi kita
integrasikan z terlebih dahulu dari 0 ke y, kemudian y

dari x ke Vx, dan terakhir x dari 0 ke 1.

Hasil dari integral tiga lipat tersebut adalah:
1

f01 fx\/; Ji xyz dz dy dx = . (skor 25)

96"

. Kita diberikan integral tiga lipat:

[

dengan domain B adalah kotak:
B={(x,y,221<x<20<y<10<2z<2}

Langkah-langkah:

a. Karena batasnya adalah tetap, kita bisa langsung lakukan

integrasi bertingkat.

b. Urutan: dx dy dz, atau lainnya, hasilnya akan tetap sama.

c. Fungsi: x%yz

Nilai dari integral berikut:
JII, x*yz dV (skor 15)

dengan

B ={(x,y,21<x<20<y<10<z<2}

adalah g (skor 10)



Sesudah mempelajari bab ini, cobalah melakukan refleksi

singkat agar Anda dapat menilai sendiri sejauh mana pemahaman

Anda terhadap materi yang dipelajari.

Berilah tanda centang (+”) pada kolom yang sesuai:

No Pernyataan Refleksi Sudah | Belum

Saya sudah mengerti tujuan pembelajaran

1 . O O
pada bab ini.

5 Saya bisa menjelaskan pokok-pokok konsep 0 0
dengan jelas dan runtut.
Saya mampu memahami langkah-langkah

3 . a O O
dari contoh soal yang diberikan.
Saya dapat mengerjakan soal latihan tanpa

4 . S O O
harus melihat kunci jawaban.

5 Saya bisa menghubungkan materi ini dengan - -
contoh dalam kehidupan sehari-hari.

6 Saya merasa cukup siap mengikuti ujian atau 0 0
tes yang berkaitan dengan materi ini.

Petunjuk interpretasi:

Jika Anda memilih “Sudah” pada lima pernyataan atau lebih,

itu berarti pemahaman Anda terhadap materi cukup baik. Jika

belum, coba pelajari kembali bagian yang masih kurang dikuasai

dan mintalah bantuan dosen atau teman belajar.
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BAB | INTEGRAL GARIS
DENGAN
1 O PARAMETER

A. Pendahuluan

Pada bagian ini akan dibahas topik integral garis. Materi
ini penting untuk diperhatikan dan dipahami dengan baik
karena menjadi dasar bagi pembahasan Teorema Green pada
sesi berikutnya.

Agar dapat mengikuti pembahasan dengan lancar,
disarankan Anda telah menguasai materi mengenai integral
fungsi satu variabel serta konsep pada fungsi dua variabel.
Setelah mempelajari bab ini, pembaca diharapkan memiliki
kemampuan untuk:

1. Menjelaskan konsep integral garis.

2. Menghitung nilai integral garis.

3. Menyatakan bahwa integral garis pada lintasan tertutup
bernilai nol.

B. Materi
1. Integral Garis dengan Parameter

Bab ini memperkenalkan jenis integral baru. Untuk
memahaminya, Anda perlu mengingat kembali beberapa
bentuk persamaan parametrik, atau mampu menentukan
persamaan parametrik dari kurva yang diberikan. Berikut
disajikan tabel yang memuat persamaan parametrik sesuai
dengan bentuk kurvanya (Dawkins, 2025).
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Curve Persamaan Parametrik
Ellips: Berlawanan arah | Searah jarum jam
x% y? jarum jam
a? ﬁzl X =acost X =acost
y =bsint y = —bsint
0<t<2m 0<t<2m
Lingkaran: Berlawanan arah | Searah jarum jam
x> +y*=r% |jarumjam
X =rcost X =rcost
y =rsint y = —rsint
0<t<2m 0<t<2m
y=fx) x=t
y=f®)
x=g1) x=g()
y=t
Segmen garis 7(t) = (1 — t)(xg, Yo, Zo) +
dari (xg, yo, zo) ke |t{x1,¥1,21),0 <t <1
(X1, ¥1,21)
atau
x=(1-1t)xy, + tx,
y=[A-y,+ty;,0<t<1
z=0—-1t)zy +tz;

Persamaan pada bagian akhir tabel dapat dipandang
sebagai persamaan vektor sekaligus bentuk parametrik.
Untuk kasus fungsi dua peubah, komponen z cukup
dihilangkan.

Pada kurva elips maupun lingkaran, terdapat dua
kemungkinan parameterisasi: satu menghasilkan lintasan
searah jarum jam dan yang lain berlawanan arah jarum jam,
keduanya dimulai dari sumbu x positif ketika t = 0.
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Dalam materi Kalkulus I, kita mengenal integral f(x),
yaitu fungsi satu peubah yang diintegralkan pada sebuah
interval (Istikomah, 2022; Leithold, 1972). Sementara pada
integral garis, fungsi yang diintegralkan berupa f(x, y) yakni
fungsi dua peubah, dengan nilai x dan y diambil dari titik-
titik (x, y) yang terletak pada kurva C.

Kita mulai dengan mendefinisikan kurva C yang
memuat titik-titik tersebut. Diasumsikan kurva C halus, dan
dinyatakan dalam bentuk persamaan parametrik,

x=h(t)y=g(t)a<t<b

Jika dituliskan dalam bentuk fungsi vektor, maka
kurva tersebut memiliki persamaan,

7)) =h@®)T+gt)jast<h

Kurva tersebut dikatakan mulus jika #(¢t) kontinu dan
7(t) # 0 untuk semua t.
Integral garis dari f(x,y) dituliskan sebagai

fc fx,y) ds

ds menyatakan bahwa pergerakan terjadi sepanjang kurva C,
bukan sepanjang sumbu x atau pun sumbu y.

Panjang busur suatu kurva diberikan melalui
persamaan parametrik,

L= f; ds, dimana ds = (%)2 + (Z—Jt/)z dt

Simbol ds digunakan baik pada integral panjang busur
maupun pada notasi integral garis. Dalam konteks integral
garis, bentuk tersebut dapat dituliskan kembali dalam
persamaan parametrik sebagai berikut:

fC Fy)ds = f ), 9(0) (%) ; (%) it



Apabila parameterisasi dituliskan dalam bentuk
vektor, maka persamaan parametriknya dapat dinyatakan
sebagai

(@) (@) =wo

dengan |[|7'(t)|| menyatakan norma (panjang vektor) dari
turunan 7'(t). Menggunakan notasi ini, bentuk integral garis
dapat ditulis menjadi:

b
f f(uy)ds = f (D, g(O) 7 (O lldt
(o a

Contoh:

Jika A = 3y — )T+ (2 — 6x2)] + (4z%)k. Hitung [, A.d7 dari
(0,0,0) sampai (1,1,1) menyusuri lintasan C yaitu garis lurus
yang menghubungkan (0,0,0) dan (1,1,1).

Penyelesaian:

Caral.

Garis lurus yang menghubungkan titik (0,0,0) dengan (1,1,1)
dapat dituliskan dalam bentuk parametrik sebagai berikut:
x=ty=tz=t

Parameter t digunakan sama untuk ketiga variabel karena
sepanjang garis tersebut, x, y dan z berubah secara seragam,
yakni masing-masing bertambah dari 0 hingga 1.

Jika sebuah garis lurus yang menghubungkan dua titik tidak
memiliki perubahan yang sama pada setiap koordinatnya,
maka dalam integral garis dapat digunakan parameterisasi
dengan variabel x, y dan z secara berbeda. Sebagai contoh,
integral garis dari vektor posisi

A= By -x)T+ (2 - 6xz)] + (4z))k
dapat dihitung sebagai berikut:
[ A.dF = [, Aydx + Aydy + Aydz
= f01(3y —x)dx + f01(2 — 6xz)dy + f01(4zz)dz
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e 1 2 1,22
= J, Bt —t)dt + [ (2 — 6t7)dt + [ (4t>)dt
= [t +2—2tP)dt

— 42 _ 231

=t?+2t—t |O

_7

3

Cara 2.
Dari soal di atas dapat pula diselesaikan dengan persamaan
(2) yaitu
Cr(t) =ti+tj+th;0<t<1

dengan demikian x(t) = t,y(t) =t,z(t) =t
A(r(t)) = A(x(6), y(1), z(1))

= (By®) —x@®)T+ (2 — 6x(t)z(t))] + (4[z(D]*)k

= (Bt — )+ (2 — 6t2)] + (4t)k
dan

r(E) =T+]+k

Sehingga diperoleh
b

fA(r(t)).r’(t)dt =

a

= [1[Bt - 0F + 2 — 6] + @eHE][i +] + k]de

= f[(3t —t) + (2 — 6t2) + (4t?)]dt
0

1
= f(Zt + 2 —2tH)dt
0

1

_ 42 _ 2.3
=t 42t 3t 0

7
3



C. Rangkuman

D. Latihan/Tugas
Silahkan kerjakan latihan berikut untuk melihat sejauh
mana Anda menguasai materi.
1. Tentukan penyelesaian

fxzz dx — yx*dy + 3xzdz

C
dimana C adalah garis lurus dari (0,0,0) sampai (1,1,0)
kemudian ke (1,1,1). (skor 50)

2. Tentukan penyelesaian

fxzy dx + xy* dy + 2yz dz
c

dimana C adalah garis lurus dari (0,0,0) sampai (0,1,1)
kemudian ke (1,1,1). (skor 50)

Pembahasan:
1. Kita diminta menghitung integral garis bentuk:

fxzz dx — yx?dy + 3xzdz
c
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dengan C adalah kurva lintasan yang terdiri dari dua segmen
garis lurus:

a. Segmen 1: dari A = (0,0,0) ke B = (1,1,0)

b. Segmen 2: dari B = (1,1,0) ke € = (1,1,1)

(skor 10)

Integral ini adalah integral garis terhadap vektor medan:
F(x,y,2) = (x?z, —x%y, 3xz) dan d7 = (dx, dy, dz)

Maka:
fcﬁ. dit = [, x*zdx — x?y dy + 3xz dz)

Kita akan menghitung dua bagian integral secara terpisah
dan kemudian jumlahkan.

Segmen 1: dari (0,0,0) ke (1,1, 0)

Parametrik:
#(@) =(t t 0),t€[0,1]
Turunannya:

d?,

Frin (1, 1, 0)

Evaluasi F pada 7 (t):
F=(t2.0, —t%-t, 3t-0)=(0, —¢t3, 0)
Dot product:

.

dr—o 1+ (=t*-1+0-0=—t3
Integral segmen 1:

1
4 1
feoe-[e] -

E.

(skor 15)

Segmen 2: dari (1,1,0) ke (1,1,1)
Parametrik:
?Z(t) = <1l 1’ t),t € [011]



IUIuI lall“ya:
dt ( ’ ’ )

Evaluasi F pada 7, (t):

F=(@1%-t —12-1,3-1-t)=(t, —1, 3t)
Dot product:
Frilzt0+(-1).0+3t.1=3t

Integral segmen 2:

1

3t?]1 3
f3tdt_[7]|o_i
0

(skor 15)

Total Integral
Je F.d7# = (Segmen 1) + (Segmen 2) = —% + % = z (skor 10)

Jawaban akhir: Z

Kita ingin menghitung integral garis berikut:
Jox%y dx + xy?* dy + 2yz dz

dengan C adalah lintasan dua segmen garis lurus:
a. Dari A = (0,0,0) ke B =(0,1,1)

b. DariB = (0,1,1) ke C = (1,1,1)

(skor 10)

Integral ini adalah bentuk:
Je F.d#dengan F(x,y,z) = (xy, xy?, 2yz)

Segmen 1: dari (0,0,0) ke (0,1,1)
Parametrik:

7 (@) =0, t, t), t € [0,1]
Turunan:

ar,
=0, 1, 1)
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Evaluasi F:
x=0,y=t z=t=F =(0, 0, 2t2)
Dot product:

Foo=040+2621 = 2¢2
Integral segmen 1:

[ aerde =2 | =2 (skor 15)

Segmen 2: dari (0,1,1) ke (1,1,1)
Parametrik:

7 (t) =(t, 1, 1),t € [0,1]
Turunan:

2 =(1,0,0)
Evaluasi F:
x=t,y=12z=1=F=(t2-1, .12, 2-1-1) = (t2, t, 2)
Dot product:
F.

iy

=t214+t-0+2-0=¢?
dt

Integral segmen 2:

fol t2dt = [?] |(1) = % (skor 15)

Total Integral:
fcﬁ'.d? =§+§= 1. (skor 10)

Jawaban akhir: 1
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Sesudah mempelajari bab ini, cobalah melakukan refleksi

singkat agar Anda dapat menilai sendiri sejauh mana pemahaman

Anda terhadap materi yang dipelajari.

Berilah tanda centang (+”) pada kolom yang sesuai:

No Pernyataan Refleksi Sudah | Belum

Saya sudah mengerti tujuan pembelajaran

1 . O O
pada bab ini.

5 Saya bisa menjelaskan pokok-pokok konsep 0 0
dengan jelas dan runtut.
Saya mampu memahami langkah-langkah

3 . a O O
dari contoh soal yang diberikan.
Saya dapat mengerjakan soal latihan tanpa

4 . S O O
harus melihat kunci jawaban.

5 Saya bisa menghubungkan materi ini dengan - -
contoh dalam kehidupan sehari-hari.

6 Saya merasa cukup siap mengikuti ujian atau 0 0
tes yang berkaitan dengan materi ini.

Petunjuk interpretasi:

Jika Anda memilih “Sudah” pada lima pernyataan atau lebih,

itu berarti pemahaman Anda terhadap materi cukup baik. Jika

belum, coba pelajari kembali bagian yang masih kurang dikuasai

dan mintalah bantuan dosen atau teman belajar.
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BAB

1 1 TEOREMA GREEN

A. Pendahuluan

Materi Teorema Green dibangun berdasarkan konsep
integral garis, sehingga penguasaan integral garis sangat
diperlukan. Dengan mempelajari materi ini, Anda diharapkan
dapat memahami dan menerapkan Teorema Green dalam
menyelesaikan masalah.
Capaian pembelajaran yang diharapkan adalah:
1. Kemampuan menjelaskan dan menggunakan Teorema Green;
2. Keterampilan menghitung dengan Teorema Green.

B. Materi
1. Definisi Teorema Green

Jika A menyatakan medan gaya yang bekerja pada

suatu partikel dengan A = Mi + Nj, maka integral garis
tertutup §.A . dr menyatakan usaha yang dilakukan ketika
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partikel tersebut bergerak sepanjang lintasan tertutup C.
Secara lebih rinci, integral tersebut dapat dituliskan sebagai:

3€A.dr = jg (Mi + Nj). (dxi + dyj + dzKk)
c c
yang menyederhana menjadi
= f Mdx + Ndy
c

Dengan menggunakan Teorema Green, maka usaha
yang dilakukan adalah

o
M \ox oy xay

(Dawkins, 2025; Marsden & Tromba, 2012)

Dengan demikian, selain dihitung melalui integral garis,
besarnya usaha yang dilakukan juga dapat ditentukan
menggunakan Teorema Green.

Contoh

Hitunglah  §,[(x* — xy*)dx + (y* — 2xy)dy] di mana C
adalah suatu bujur sangkar dengan titik sudut (0, 0), (0,2),
(2,2), (2,0).

Pembahasan:
Gambar daerah yang dimaksud adalah sebagai berikut.

»
»

(2.2)

—
o
)

SN—"
A

4
\ 4
be
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oM d(x? —xy3)

= —_ = — 2 —_——
M = x% — xy? _)ay 3y 3xy“ - 3y
= 3xy?
dN 6(y —2xy)
=yr—2xy > —=—"—"""="=2y

ox ox

Berdasarkan Teorema Green,
aN oM
f Mdx+ Ndy = ff ——W>dxdy

Maka
aN 6M
f f dxdy

3 0(y —2xy) 0(x* —xy?®)
= ffR < Ep” - 3y >dxdy

2 2
= f f (—2y + 3xy*)dydx
=0

gdx

= f (—4 +8x) dx
0

2
=—4 4x?
x + xl0

=-8+16=38
Jadi, §.[(x* — xy*®) dx + (y* — 2xy)dy] =

C. Rangkuman
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D. Latihan/Tugas
Silahkan kerjakan latihan berikut untuk melihat sejauh
mana Anda menguasai materi.
1. Andaikan C adalah batas dari segitiga dengan titik-titik sudut
(0,0), (1,2), dan (0,2). maka hitunglah
Jo4x?y dx + 2y dy. (skor 25)

2. Dengan menggunakan Teorema Green, untuk P = y dan Q =

x, maka 45((15'26))()/ dx + x dy) = .... (skor 25)

3. Diketahui §.(xy? +x?)dx + (4x — 1)dy, dimana C seperti
pada gambar berikut. (skor 50)

Hitung integral garisnya:
a. Secara langsung
b. Menggunakan Teorema Green.

Pembahasan:
1. Berdasarkan soal akan dihitung integral garis:
Jo4xPy dx + 2y dy
dengan C adalah batas tertutup dari segitiga dengan titik

sudut:
A = (0,0)
B =(1,2)
Cc =(0,2)

dan lintasannya berarah positif (berlawanan arah jarum jam).
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Gunakan Teorema Green
Karena C adalah kurva tertutup bidang, kita bisa
menggunakan Teorema Green:

$ Pdx + Qdy = [[, (a—Q— Z—;) dA . (skor 5)

ax
dengan:
a. P(x,y) = 4x%y
b. Q(x,y) =2y
(skor 5)

Hitung turunannya:

Jadi,

Hitung integral area:
Sekarang kita integralkan —4x? di dalam daerah
segitiga R dengan titik: (0,0), (1,2), (0,2)

Tentukan batas daerah R:
Daerah R adalah segitiga dengan titik:

a. (0,0)
b. (1,2)
c. (0,2)

Segitiga ini dapat dijelaskan dengan x € [0,1]

Untuk setiap x, y € [2x, 2]

Karena garis dari (0,0) ke (1,2) adalah y = 2x
1 2

f (—4x*)dA = f f (—4x?) dy dx

R 0 2x

1,2
= [} [ (—4x%) dy dx

1

2
— _ 2
—f( 4x y)|2xdx

0
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1
= f(—8x2 + 8x%) dx
0

8 1
— _ _ 3 4
= 3x + 2x |O
=—§+2=—3.(skor10)
3 3

Jawaban akhir: —g

. Langkah 1: Terapkan Teorema Green
Bentuk integral:

$.(v dx +x dy) = [, (22— 22) a4

dox dy
dengan:
PCuy)=y
Qx,y) =x
(skor 5)
Turunan parsial:
aQ
Fi 1
P 1
ay
Maka:
0Q opr
S =1-1=
dy 0y °
(skor 10)

Langkah 2: Evaluasi integral ganda
Teorema Green menyatakan bahwa

$ Pdx + Qdy = 6 (x% + y)dx + (xy)d —ﬂ(aQ aP)alA
x+Qdy = $(x"+y)dx + (xy)dy = || (- 3y
R
dengan
2Q 0P
—~——=y-1
dy 0dy
maka

[ (2-)aa= [~
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Langkah 3: menentukan batas integral ganda

Daerah R adalah segitiga dengan titik-titik (1,1), (4,1)
dan (1,4). Segitiga ini terletak pada garis x = 1 sampai x = 4
dan y berkisar dariy =1dany =5 —x.

1

] ) = + o 2 B 3 5 3 7 ] [ 0

Langkah 4: menghitung integral ganda

4 5-x

f(y—l)dA=ff (y—1)dydx

R 1

Hitung:
Integral dalam (terhadap y):

T‘(y by [(y - 1)2]5"‘ _G-x-1? _ (-

2 2 2

1

Integral luar (terhadap x):

4
(4 —x)? 1t
f dx=5f (16 — 8x + x?) dx
1
1

2

1 x2*
=—11 —42 P
2[6x x+31

_ 1/64 (12 N 1) _ 1 <64 37)
2\ 3 3/) 2\3 3
(skor 10)

. 27
Jawaban akhir: "
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3. Kurva yang terbentuk adalah persegi panjang dengan batas:
Kiri: x =0
Kanan: x = 2
Bawah:y =0
Atas:y =1
Sehingga:
C: persegi panjang dengan 0 < x <2, 0<y <1

Diberikan integral garis:
$.(xy* + x?) dx + (4x — 1)dy

dengan:
P(x,y) =xy?> +x%,Q(x,y) =4x — 1

Bagian a: Hitung secara langsung
Karena C adalah persegi panjang, kita hitung integral garis
di sepanjang 4 sisi:
a. Sisi bawah:y =10, x:0 - 2
dy=0
dx +0
P =x(0)? +x%=x2
Integral:
2 1 2_s8
Jo x*dx = x° |0 = (skor 5)
b. Sisi kanan:x =2, y:0 - 1
dx=0
dy #0
0=42)-1=8-1=7
Integral:
J, 7dy =7(1-0) =7 . (skor 5)
c. Sisiatas:y =1, x:2 - 0 (arah negatif)
dy=0
dx = —dx
P=x(1)?+x%=x+ x?
Integral:
2 3
~ o+ xyde=—([5+3] |(2)) . (skor 5)
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Hitung:
4 8 6 8 14
=-(G+3)=-(G+)=-%
d. Sisi kiri: x = 0, y: 10 (arah negatif)
dx =20

dy = —dy
Q=40)-1=-1

Integral:
~[{~Ddy = [}1dy =1. (skor5)

Total integral garis langsung:
8 14
247+ (-2)+1=6.(skor5)

Bagian b: Dengan Teorema Green

dex+Qdy ﬂ(—Q—a—P

Hitung turunan:
0Q _ 9 ., N _
= o (4x—-1)=4

P 0 Coy? +x2) = 2
3y~ ay xy* +x?%) = 2xy
(skor 5)

Maka:

Integral ganda:

2

l (4—2xy)dA=x=foy=fo(4—2xy)dydx

(skor 5)

120



Hitung:
Integral dalam (terhadap y):

f(4 = 2xy)dy = [4y = xy?] |(1) =4 -x(1)* =4~-x

0
(skor 5)
Integral luar (terhadap x):

2 4
f(4—x)dx—[ x——]| =4(2)-5=8-2=6

(skor 5)
Jawaban akhir: 6

E. Terapan pada Geogebra
Langkah-langkah menyelesaikan masalah Teorema Green
pada GeoGebra:
1. Lihat soal pada contoh yang disajikan, buka GeoGebra -
Calculator Suite

2. Masukkan:
A=(0,0)
B=(0,2)

=22
=(2,0)
Polygon(D, C B, A)
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= GeoGebra Calculator Suite

@
B
& | @
_|®
]Il
@
B
@
@
@
@
+
=1

AJ Graphing

-

A=(00 : L4
©.0) H = o
B=(0,2) i
c=(22) &
D=(20) 5
ql = Polygen(D,C,B,A) P
=4
3
f = Segment(D, C.q1)
., B 9 C
g = Segment(C.B.ql) n £
=2
A D
h = Segment(B, A, ql) T * T TEES i i 1
=2 i
i = Segment(A,D,ql) 2
=2
-3
Input...
a
5 “
= @
Q
7
&

Untuk menambahkan arah pada setiap segmen garis,
lakukan hal berikut:
a. Klik salah satu segmen garis pada gambar
b. Klik opsi ‘sytle”’
c. Klik ‘decoration' kemudian pilih dekorasi dengan anak

panah

0 € > C = gecgebmorgialuitorpuixgz?
= GeoGebra Calculator Suite /N Graphing ~
"o~ |

g © °-eo |

st A |
4l = Polygon(D,C.B,A) |

e |®| .. \

. 2 |
e 3 = Scgment(A, D,q1) 1 ;

b =2 \
) b= Segment(8,A.q1) i d—=- =™ | B
o | @ =2 5 5 c

= Segment(C. B.q1,
e 3 egment(C. B.q1) B/ ;
d = Segment(D,C,q1) o d
e D 0 ETETEEY FZ—
=2
2! |
+ It i
23 |
B € Ceotebra Calculator Sute |

* & O i

< O

Basic Color Style Advanced Seripting @

| Line Thickness s

¢
Line Opacity e 70 I:I
&
Line Style: =—|

Y

UneStort - | LineEnd: -

Decoration: X

SOWN R )X\



. Masukan fungsi M(x,y) dan N(x,y)
Pada kolom “input”, ketik:
M(x,y) = x? —xy?
N(x,y) = y* = 2xy

. Hitung Turunan Parsial dan Integran
Masukkan turunan parsial M terhadap x dan turunan
N terhadap y, dengan ketik:

My (x,y) = Derivative (M(x,y),y)
Nx (x,y) = Derivative (N(x,y), x)
Integrand (x,y) = Nx(x,y) — My(x,y)

[ -
R \0x 0Oy xey=

_ ﬂ (60’2 —2xy) 9(x* —xy*)
R

Fy 3y ) dxdy

% geogel i
= GeoGebra cCalculator Suite A/ Graphing ~ < @)
ql = Polygon(D, €, B, A) H Lalis e
[ )
" ‘ '
@& ® f - Segment(D,C ql)
m - & Segment(C,B,ql)
Q
a
Lt b = Segment(B,A.ql1) H )
[ )
B J [
Segment(A, D, ql)
@ I f
2 L] H il il il - A D - .
Mlxy) = x* = xy : i RS ) T TN
@  N(xy) =y’ —2xy H '
Nx(x,y) ~ Derivative(N(x, v}, )
@
2y
_ My(x.y) = Derivative(M(x, y),y)
@
3xy? "
( Integrand(x,y) = Nx(x, y) ~ My(x, vi . A
2y 4 3xy’
@
6 A
b Input a
( @
1)
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5. Hitung Integral Ganda
Untuk menghitung integral ganda buka tautan double-
integral calculator:
https:/ /www.geogebra.org/m/n3gsnbdy.
Masukan fungsi integrand(x, y) = —2y + 3xy?
Perhatikan R adalah persegi [0,2] X [0,2] sehingga
batas untuk integral dimasukan sebagai berikut:

batas-

2 2
= f f (—2y + 3xy?)dydx
x=0Yy=0

Q. search @) =

GeoGebra

Double-Integral Calculator

Author: Feras Awad
Topic: Definite Integral. Integral Calculus
NOTE: This applet just calculates what the user asks. It does not automatically transform the Type | region to Type Il and vice versa. Be

careful when you choose the region type and the limits of the double Integral. Sometimes the results are not expressed in the exact

explicit form but in numerical form.
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f(x,y) = -2y +3xy’
Region: Rectangular
O Type |
O Type Il

2 2
j f f(x,y) dydx =8
0 0
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Sesudah mempelajari bab ini, cobalah melakukan refleksi

singkat agar Anda dapat menilai sendiri sejauh mana pemahaman

Anda terhadap materi yang dipelajari.

Berilah tanda centang (+”) pada kolom yang sesuai:

No Pernyataan Refleksi Sudah | Belum

Saya sudah mengerti tujuan pembelajaran

1 . O O
pada bab ini.

5 Saya bisa menjelaskan pokok-pokok konsep 0 0
dengan jelas dan runtut.
Saya mampu memahami langkah-langkah

3 . —— O O
dari contoh soal yang diberikan.
Saya dapat mengerjakan soal latihan tanpa

4 . S O O
harus melihat kunci jawaban.

5 Saya bisa menghubungkan materi ini dengan - -
contoh dalam kehidupan sehari-hari.

6 Saya merasa cukup siap mengikuti ujian atau 0 0
tes yang berkaitan dengan materi ini.

Petunjuk interpretasi:

Jika Anda memilih “Sudah” pada lima pernyataan atau lebih,

itu berarti pemahaman Anda terhadap materi cukup baik. Jika

belum, coba pelajari kembali bagian yang masih kurang dikuasai

dan mintalah bantuan dosen atau teman belajar.
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BAB

1 2 DIVERGENSI

A.

126

TEOREMA

Pendahuluan

Kalkulus vektor memuat keterkaitan penting antara fluks
suatu medan vektor dengan sifat divergensinya pada suatu
wilayah. Teorema Divergensi, yang juga dikenal sebagai
Teorema Gauss, menyatakan hubungan antara integral
permukaan dari medan vektor dengan integral volume dari
divergensinya.

Teorema ini berperan besar di bidang fisika, khususnya
pada Hukum Gauss di elektromagnetisme serta pada mekanika
fluida. Pemahaman terhadap teorema ini memungkinkan
analisis medan tiga dimensi dilakukan lebih efisien, sebab
integral permukaan dapat digantikan oleh integral volume.

Setelah mempelajari bab ini, pembaca diharapkan mampu
menguasai konsep-konsep yang berkaitan dengan divergensi.
Capaian pembelajaran khusus meliputi:

1. Menjelaskan makna konseptual dan interpretasi geometris
dari Teorema Divergensi.

2. Menghitung divergensi suatu medan vektor beserta fluks
melalui permukaan tertutup.

3. Menerapkan Teorema Divergensi dalam bentuk integral
untuk menyederhanakan perhitungan medan.

4. Menganalisis persoalan di bidang fisika maupun teknik yang
melibatkan konsep divergensi dan fluks.



B. Materi
1. Definisi Teorema Divergensi
Jika F = (P(x,y,2),Q(x,y,2),R(x,y,2)) adalah medan
vektor kontinu dan terdiferensialkan dengan baik di suatu
wilayah V dengan permukaan penutup S, maka:

g(v-ﬁ)dvzgﬁ-ﬁds

(Apostol, 1999; Stewart, 2016).
Dengan:

= dP ~ 3Q ., OR
a V- F="+24=
0x+0y 0z

b. 7 adalah vektor satuan normal keluar dari permukaan S

2. Interpretasi Geometris dan Fisik

a. Interpretasi Geometris: Divergensi menggambarkan
seberapa cepat volume lokal dari suatu medan vektor
berubah.

b. Interpretasi Fisik: Jika F merepresentasikan aliran fluida,
maka nilai divergensi yang positif menunjukkan adanya
sumber (fluida mengalir keluar), sedangkan nilai
divergensi yang negatif menandakan adanya serapan atau
lubang (fluida mengalir masuk).

3. Syarat Berlaku Teorema
a. Medan vektor F terdiferensialkan kontinu pada seluruh
volume V dan permukaan S.
b. Permukaan S harus tertutup dan terorientasi ke luar.

4. Contoh Divergensi
Misal F~(x,y,z) = (x,y, z), maka:
ox Oy 0z

V-F=-—+

xtaytaz=3
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Contoh Soal Divergensi:

a. Diketahui
F(x,y,2) = x%i + y?j + z2k.
Tentukan div F

b. Diketahui

F(x,y,2) = xyi — %yzj + zk.
Tentukan div F

Pembahasan:
a. F(x,v,2) = x%i + y%j + z2k, maka
M(x,y,z) = x%,N(x,y,2z) = y?,dan P(x,y,z) = z*
divi=v. =2 N, 0P
VE= VT oy dy 0z
_a®) L ™ | 4z
T oox + [i5% + dz
=2x+ 2y + 2z

b. F(x,y,z) = xyi — %yzj + zk, maka

1
M(x,y,z) = xy,N(x,y,2z) = —Eyz,dan P(x,y,z) =z
oM N oN N JoP
d0x Jdy 0z
_aGy) | 0(-3v%) 2(2)
T ax + dy + az
=y—y+1=1

divF =V.F
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C. Rangkuman

Misalkan

F= M(x,y,2z)i + N(x,y,z)j + P(x,y,z)k sebuah medan

. . M AN aP
vektor dan terdapat turunan parsial —, —,dan—
ox ady

maka divergensi didefinisikan.

L= . O0OM ON 0P
divF =V.F =§+E+E
Teorema Divergensi menghubungkan integral volume
dari divergensi suatu medan vektor dengan integral
permukaan dari fluks medan tersebut.
Teorema ini hanya berlaku pada permukaan tertutup
dan medan vektor yang terdiferensialkan kontinu.

Sangat  bermanfaat dalam  menyederhanakan

perhitungan dan memahami perilaku aliran di dalam
suatu volume.

D. Latihan/Tugas
Silahkan kerjakan latihan berikut untuk melihat sejauh

mana Anda menguasai materi.

1. Gunakan Teorema Divergensi untuk menghitung fluks dari
medan vektor F (x,y,2z) = (x,y,z) keluar dari permukaan
bola dengan jari-jari R yang berpusat di titik asal. (skor 50)

2. Diberikan F(x,y,z) = (x2,y?, z2), hitung fluks keluar melalui
permukaan kubus dengan sisi panjang 1 dan sudut di titik
(0,0,0). (skor 50)

Pembahasan:
1. a. Hitung Divergensi

V-F=1+1+1=3.(skor 20)

b. Gunakan Integral Volume
JIf, - F)dV = 3 - volume bola = 3 ETER3 .
(skor 20)
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c. Jadi, fluks keluar dari permukaan bola adalah 47R3. (skor

5)

. Hitung Integral Volume

fff(2x+2y+22)dV=

=2(fffx dv + [f[y dV + [[[ z dV . (skor 10)

Karena simetri:
1

1,1 1
W, xadv =[5 f, xdzdydx = folx dx =
(skor 30)
Total:
1
2-(3-3) =3. (skor10)

Jadi, fluks keluar adalah 3



Sesudah mempelajari bab ini, cobalah melakukan refleksi

singkat agar Anda dapat menilai sendiri sejauh mana pemahaman

Anda terhadap materi yang dipelajari.

Berilah tanda centang (+”) pada kolom yang sesuai:

No | Pernyataan Refleksi Sudah | Belum

Saya sudah mengerti tujuan pembelajaran

1 . O O
pada bab ini.

5 Saya bisa menjelaskan pokok-pokok konsep 0 0
dengan jelas dan runtut.
Saya mampu memahami langkah-langkah

3 . a O O
dari contoh soal yang diberikan.
Saya dapat mengerjakan soal latihan tanpa

4 . S O O
harus melihat kunci jawaban.

5 Saya bisa menghubungkan materi ini dengan - -
contoh dalam kehidupan sehari-hari.

6 Saya merasa cukup siap mengikuti ujian atau 0 0
tes yang berkaitan dengan materi ini.

Petunjuk interpretasi:

Jika Anda memilih “Sudah” pada lima pernyataan atau lebih,

itu berarti pemahaman Anda terhadap materi cukup baik. Jika

belum, coba pelajari kembali bagian yang masih kurang dikuasai

dan mintalah bantuan dosen atau teman belajar.
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BAB

1 3 TEOREMA STOKES

A.
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Pendahuluan
Teorema Stokes merupakan salah satu pilar utama dalam
kalkulus vektor yang menghubungkan integral garis dengan
integral permukaan. Pernyataan teorema ini adalah bahwa
integral garis suatu medan vektor sepanjang kurva tertutup
setara dengan integral permukaan dari rotasi (curl) medan
tersebut pada permukaan yang dibatasi oleh kurva itu (Marsden
& Tromba, 2012; Weir et al., 2014).
Signifikansi teorema ini terletak pada kemampuannya
menjelaskan kaitan antara perubahan lokal medan vektor
melalui rotasi dengan sirkulasi global di sepanjang batas
permukaan. Penerapannya sangat luas, mulai dari analisis
medan elektromagnetik hingga kajian dinamika fluida. Setelah
mempelajari pokok bahasan ini, mahasiswa diharapkan mampu:
1. Menjelaskan konsep dan makna geometris Teorema Stokes
serta interpretasinya dalam fenomena fisik;

2. Menghitung curl dari suatu medan vektor serta
menggunakannya pada integral permukaan;

3. Memanfaatkan Teorema Stokes untuk mempermudah
perhitungan integral garis maupun integral permukaan;

4. Menganalisis keterkaitan antara rotasi medan vektor dengan
sirkulasi serta arah orientasi kurva batas.



B. Materi
1. Pernyataan Teorema Stokes

Apabila F adalah medan vektor yang terdiferensialkan
dengan baik pada suatu permukaan halus S yang dibatasi
oleh kurva tertutup C, maka integral garis medan tersebut di
sepanjang C dapat dituliskan sebagai integral permukaan
dari rotasi (V x F) terhadap vektor normal permukaan 7
pada S. Hubungan ini dirumuskan melalui Teorema Stokes
sebagai berikut:

fﬁ-dfzﬂ(Vxﬁ)-ﬁds
Cc S

(Marsden & Tromba, 2012).

Dengan:

a. F:medan vektor terdiferensialkan,

b. C: kurva tertutup yang orientasinya sesuai dengan arah
tangan kanan terhadap permukaan S,

c. S:permukaan halus yang dibatasi oleh C,

d. 7 vektor normal satuan permukaan S.

e. V x F adalah curl (rotasi) dari F,

Konsep Curl:

A

VXF = i i i
dx dy 0z

Fi, F, F

2. Interpretasi Geometris dan Fisik

a. Geometris: Teorema Stokes menyatakan bahwa total
sirkulasi (integral garis) medan vektor pada suatu kurva
tertutup setara dengan akumulasi rotasi lokal (curl) pada
permukaan yang dibatasi oleh kurva tersebut (Marsden &
Tromba, 2012; Weir et al., 2014).

b. Fisik: Dalam konteks fisika, teorema ini dimanfaatkan
untuk menggambarkan fenomena seperti pusaran fluida
atau medan magnet yang terbentuk mengelilingi arus
listrik.
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3. Langkah Penyelesaian Menggunakan Teorema Stokes
Tentukan medan vektor F , kurva batas C, dan
permukaan S; Hitung V x F; Hitung integral permukaan dari

(V x F) - i dS; Bandingkan hasil dengan integral garis 95613 .

dr bila diperlukan.

Contoh soal:

a. Terapkan Teorema Stokes untuk menghitung integral
garis_cﬁcﬁ'.df, denganﬁ(x.y, z) = (—y,x,0), dan C adalah
kurva lingkaran x? 4+ y* = 1 di bidang z = 0, berorientasi
positif (berlawanan arah jarum jam bila dilihat dari atas).

b. Diberikan F (x,v,2) =(y,2,x)

Kurva C adalah batas dari segitiga dengan simpul di
(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0) pada bidang z = 0, berorientasi positif.
Hitung §, F.d7.

Pembahasan:
a. Tentukan Curl:

R N
rxi=|2 9 9 =(0,0,2)
dx dy o0z
-y x 0
Pilih permukaan S:

Bidang z = 0, cakram unit x* + y? < 1

Normal permukaan 7 = k, maka:
(VXF)-ii=2
Hitung integral permukaan:
¢cﬁ'd? = [[;2dS = 2 - luas cakram = 2 - . 1% = 2m;

b. VXF =(-1,-1,-1)
S: segitiga di bidang z = 0, maka 7 = (0,0,1)
(VxF)-i=-1
!
Luas segitiga = -
1

§.F.di = [[,~1ds =1
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C. Rangkuman

ﬁ Teorema Stokes menjalin hubungan antara integral
garis dan integral permukaan dari rotasi (curl) suatu
medan vektor.

2. Teorema ini berperan penting dalam fisika maupun
teknik karena dapat mempermudah perhitungan
sirkulasi.

3. Syarat penerapannya adalah medan vektor harus
terdiferensialkan dengan baik, sedangkan permukaan
yang digunakan harus halus serta dibatasi oleh kurva

tertutup. /

D. Latihan/Tugas
Silahkan kerjakan latihan berikut untuk melihat sejauh

mana Anda menguasai materi.

1. Diberikan F(x,v,z) = (yz,xz,xy) dan C adalah batas
permukaan kuadran pertama dari lingkaran x? +y% =1
pada bidang z = 1, orientasi positif. Hitung gﬁc F .d7. (skor 30)

2. Diberikan F(x, v,z) =(z,y,x) dan C adalah kurva batas
persegi sisi 2 pada bidangx =0,0<y <1,0<z<1, arah
berlawanan jarum jam dari arah sumbu x positif. Hitung
§. F .d#. (skor 30)

3. Diberikan F (x,¥,2) = (y, z,x). Kurva C adalah lingkaran x% +
y* = 4 di bidang z = 0, arah berlawanan jarum jam. Hitung
$, F.d#. (skor 40)

Pembahasan:
1. VXF=(x—xy*—y,z—2)=(0,0,0). (skor 20)
Maka gﬁcﬁ .d7 = 0. (skor 10)

2. Diberikan:
Medan vektor:

ﬁ(x’y’z) = <Z’ y’ x)
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Kurva C: batas persegi sisi 1 pada bidang x = 0, dengan:
0<y<10<z<1

Arah lintasan: berlawanan arah jarum jam dilihat dari arah
sumbu- x positif, artinya arah lintasan sesuai orientasi
permukaan menghadap arah +x.

Gunakan Teorema Stokes
Teorema Stokes menyatakan:

fﬁ.d? =f (V x F).7dS
c s

Kita perlu:

a. Hitung V7 x F

b. Hitung 7 dan elemen luas dS

c. Evaluasi integral permukaan

Langkah 1: Hitung rotasi (curl)

i j k
VxEF=[2 2 2
dx 0Jdy 0z
zZ y x

Hitung komponen:

7.0 _0Y _ 6 _ g =
a.l.ay BZ—O 0=0
fo_(0x _ 02y _ o _ _
b. j: (ax aZ)— 1 D=0
£.99_92_ o _ g =
C'k'ax ay—O 0=0
SVXFE=
(skor 20)

Langkah 2: Substitusi ke Teorema Stokes

fﬁ.d?:ﬂG.ﬁdS:O
S

c

(skor 10)
Jawaban akhir: 0



3. Kita mempunyai F (x,v,2) =(y,2,x)
Kurva C adalah lingkaran x*+y? =4 di bidang z=0,
orientasi berlawanan jarum jam dilihat dari arah sumbu z
positif.

Gunakan Teorema Stokes
Teorema Stokes:

fﬁ.dfzf (V x F).7dS
C

N

Langkah 1: Hitung curl ¥ x F

i 7k
VxF=[2 2 2] (skor10)
ox 0y 0z
y z X

Hitung komponen:
A Ox 0z

l.£—£=0—1=—1
fo (X _V_ (1 - 0)=—
b ji—(2-2)=-1-0=-1
B2 _%_g_1=—
c. k.ax ay—O 1 =-1
(skor 5)
Sehingga:

VxF=(-1,-1-1)
Langkah 2: Tentukan 7
Permukaan S adalah lingkaran di bidang z = 0, orientasi

positif berarti 7(0,0,1). (skor 5)

Langkah 3: Hitung (V x F).7

(V x F).fi = (—=1,-1,-1) - (0,0,1) = —1 . (skor 5)
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Langkah 4: Luas lingkaran

Lingkaran x2 4+ y? = 4 memiliki jarijari r =2, sehingga
luasnya:

Luas = nr? = 1t(2%) = 4w . (skor 5)

Langkah 5: Integral permukaan

J[,(V x F).AdS = (~1)(4m) = —4n . (skor 10)

Jawaban akhir:

= —4m

~——
T
QU
=

138



Sesudah mempelajari bab ini, cobalah melakukan refleksi

singkat agar Anda dapat menilai sendiri sejauh mana pemahaman

Anda terhadap materi yang dipelajari.

Berilah tanda centang (+”) pada kolom yang sesuai:

No Pernyataan Refleksi Sudah | Belum

Saya sudah mengerti tujuan pembelajaran

1 . O O
pada bab ini.

5 Saya bisa menjelaskan pokok-pokok konsep 0 0
dengan jelas dan runtut.
Saya mampu memahami langkah-langkah

3 . a O O
dari contoh soal yang diberikan.
Saya dapat mengerjakan soal latihan tanpa

4 . S O O
harus melihat kunci jawaban.

5 Saya bisa menghubungkan materi ini dengan - -
contoh dalam kehidupan sehari-hari.

6 Saya merasa cukup siap mengikuti ujian atau 0 0
tes yang berkaitan dengan materi ini.

Petunjuk interpretasi:

Jika Anda memilih “Sudah” pada lima pernyataan atau lebih,

itu berarti pemahaman Anda terhadap materi cukup baik. Jika

belum, coba pelajari kembali bagian yang masih kurang dikuasai

dan mintalah bantuan dosen atau teman belajar.
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